Fourbi Mathématique

Formules trigonométriques

- cos(a £ B) = cosacos B F sinasin 3
- sin(a £ B) = sinacos B £ sin B cos a

_ tanaZftanp
- tan(a £ B) = 1Ftan o tan B

- sin(2a) = 2sinacosa

- cos(2a) = cos?a —sin®a=1— ZSin a =2cos? a
. 71+C;5a =COb2(oc/2) 717”50‘ = sin (a/2)

- cosacos B = 1/2(cos(a + B) + cos(a — B))

- cosasin B = 1/2(sin(a + B) — sin(a — B))

- sinasin 8 = 1/2(cos(a — B) — cos(a + B))

Formules d’Euler + Nombres complexes

- cos(z) = % sin(z) = SRS

- cosh(z) = % sinh(z) = %
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Intégrales/Dérivées de fonctions trigonométriques

. fsin2(aw)d:r =£ - 7Sin512aaz)
. fcos2 (ax)de = £ + 7Singf;az)
£ tanh(z) = m = sech?(z) (valable pour tan)

Développement limité des fonctions trigo. autour de 0

3 2 3
csin(z) @ @ — &= 5 cos(x) > 1— & tan(a:)_:rJr%
3
ccot(z) Lz 2o sec(a:)~1+ + Sz
23 3

- sinh(z) ~ x4 & ; tanh(m) ~ p—Z-

; cosh(z) ~ 1+7 "%

-coth(z)2%+§7% ; sech(z)2177+—

Dessins des différentes fonctions trigonométriques

- tan(z)
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- sinh(x)

(x from -2 to 2)

(x from -2 to 2)
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- tanh(z)

(x from -10 to 10)

- coth(z) = 7tan%)(a‘,)
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Fonction de Dirac
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- Dimension de §(z) est [m ']

2 f(@)d(z — wo)da = f(wo)

S 0(f(z) — fo) = ‘flﬁfs(l‘ — o) si fo = f(wo)
I

- d(ax) = 8(=)

e dx = §(a)

la

- Eq.Schrs: Hyp(r, t) =
N 52

- H= 2f’—m—i-Vsi;ﬁ:—th

- Pour I’oscillateur harmonique : V' = 1/2mw2502

- L’hamiltonien est hermitien/auto-adjoint. Il doit vérifier que

- | ) état propre si H|py)

- en fct du temps (par Schrd) : ¢y, ) (t) = e
- Attention, pour une particule dans une boite, on utilise :

- annihilation: @ =

H)

o

Relations d’Einstein

- e=hv,E=nhv,p=h/X=hv/c
Equation de Schridinger
- L’hamiltonien est défini par: H = — ;ivz +V

- Eq. Schrb stationnaire : Hi)(r) = Eqﬂbr)
- Eq. Schro non-stationnaire : H1p(r, t) = ih%d)(r, t)

Relation d’incertitude d’Heisenberg

- AzAp > h/2
Polynéme de Hermite

- Soit :Hny1(q) = 2¢Hn(q) — 2nHn—1(q)
- Soit :dqun(q) =2nH,_-1(q)

Mécanique matricielle d’Heisenberg

ihgy 3 s P(r, t) avec H = —%Vz—&-v

at—a
Commutateurs

- [#p] = &p — p& = ihl
- Relations sur les commutateurs (A,B et C : opérateurs hermi-

tiques) :
[4, B]' = —[4, B] = [B, A] = [AT, BY]
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

- [A,BC) = B[A,C] + 4, BIC

. Incerlitude.AA‘wABw > 1/2 |(¥|[A, B]|¥)]
-SiA = A(a) et B = B(a). Alors [A, B] =

0 et ils ont la
méme base d’états propres.

Etats propres de I’Hamiltonien
= En|¢n>
- E, = hw(n + 1/2) {+b} est1’énergie propre
siH = p?/2m + 1/2mw?2? {+b} avec b = cste

Ent
TR |6a)(0)

2,2
En = 52:71 n = hw (n+ 3)

Etat cohérent de I’Hamiltionien

: |z> —|z\ /2 =0 W‘d)")
: | >(t) 797‘ | /2 —0 \/7|¢n>(t)
> o)) = e 2 2 ) e R

s | )(0) = [2) <=> |¢>n>(0) = |¢n)

- Application des opérateurs de création et d’annihilation :

alz) = z|z) 5 af|z) = 2*|2)

Opérateurs de création et d’annihilation

T+ \/21nwhp

Ea
- création: af = */1;;;55 — zﬁp
mw

\/ 2 7nw

L p= /7nwﬁ _ a)
- H w(& a+ 1/2) = hw(aa® —1/2)

‘*H
&
[

=a? +at :i:(2a a+1)
pphcatlon sur les états propres :
AT|¢w> = vn+ 1éni1)

: a“bn) \/ﬁl(ﬁn—l)

- alg) = (¢la

- algo) = <<¢o\a* =0
< ln) = L2 10

- Commutations :

- [a, 2a]—1
lat”,a] = [a%a] =0
6% a) = —2at

- [a%aT] = 2a

. Operaleur N

- N est défini par
- [N,a] =
- [N,at) = af

N N[$n) =nldn)

- "Jeux" avec des états

- wlaaly) = (a'ly)) " aly)
- (vlaTaly) = (aly)' aly)
- (latal[y) = (wlaaly))®

N R LI
< (wlaatly) = () afle)
Oscillateur harmonique
. On définit : ¢, () = (2|n)
Co(a) = () tem HT
- En utilisant la formule |¢,,) = ((z/fl |$0) avec la définition de

atetla représentation &, on peut poser :

¢n(m):+<fm+ m;;)”%u)

- Représentation avec les polynomes d’Hermite :

Vn(@) = ke 1, () meewo = /22
ECOC

- Un Ensemble Complet d’Observable qui Commutent est défini par :

:Oel}EW

Soit A,B.C,..1q[A, Bl = [A4,C] = [B,C] =
.. =0et W nest pas fonction de ABC,..

tq [VV7 A] =

- & estun ECOC a lui tout seul.

Postulats de la mécanique quantique

- L. L’état d’un systeme physique est représenté par un vecteur dans

un espace vectoriel linéaire de dimension infinie.

- II. Chaque quantité physique "observable" (obtenu avec mesure) est

représenté par un opérateur linéaire hermitique (auto-adjoint) agis-
sant dans 1’espace de Hilbert des états.

- IIL Si on effectue la mesure d’une quantité représenté par 1’opéra-

teur hermitique Asurle systéme physique représenté par le vecteur
|4)), les seules valeurs possibles fournies par la mesure sont les
valeurs propres de A. La théorie donne I’espérance qui est définie

par: (A) = (| Aly).

- IV. Les opérateurs hermitiques de la coordonnée Z et de la quantité

de mouvement p obéissent a la régle de commutation :
[, p] = ihd

- V. L’évolution d’un systéme physique décrit par un état |¢(t)), au

cours du temps, est régie par I’équation de Schrddinger dépendante
du temps :

ihigy|6(t)) = H(#, p, )| 6(1))

ou, au sens de 1’équation de Schrodinger pour la fct d’onde
Pz, t) = (z|o) :

ih 2 d(z,t) = H (z, —ih L, t) ¢(=,t)



Processus de Mesure

- Probabilité de mesurer la valeur propre a,, de I’opérateur Aest:

(an|9)|?

- Si on mesure la valeur propre a, le systtme se trouve maintenant
dans létat |ap, )

Calcul Probabilité et moyenne

- On se trouve dans I’état 9 (z). On veut calculer la probabilité de se
trouver dans le nouvel état ¢(z). Ona: P = [(¢|y)]?
- Calculer la moyenne de I"opérateur A dans I'état |1) :
<4> (WIA]$) ou
= [ A(@)y™ (z)y(z)de
Avec A(z) représentation de A dans |&)
- Si(z) = U(z,t = 0) avec ¥(z,t) = :,0:0 cn(t)pn (),
alors

Cn(o) = <w|¢n>
Représentation & et p

[ Représentationde # [ Représentationde p |

2|¢s) = z|da) Plép) = plép) .
(baldpr) =8(x — ") | (Pploy) =6(2F>)
(Pz]0) = d(x) (¢pl9) = ¢(p)

J2o dzlda)(ba] = 1
po(2) = —ihg; ¢(@)
m(z) = 29(2)

o) = m= [ dpe R ¢(p)

ffcoo dplop)(dpl =1
2 (p) = ih & d(p)
po(p) = Pd)( )

S dp) = A= [ dze 1 ¢(a)
{palop) = ﬁ%
- Schrodinger :
Repr @ : [~ z’i 2] v@) = Pu@)
- Repr. p: [ +V ( )] P(p) = Ev(p)

Dégénérescence et états liés

- Etat lié : 11 faut que la fonction d’onde v soit carré-sommable, i.c.
Jg [¥]?da < oo. On utilise souvent : ) (£00) = 0

- Systeme non dégénéré : chaque état a une énergie distincte.

- Systeme dégénéré : plusieurs états ont la méme énergie.

Evolution temporelle

Opérateur d’évolution

SlP() =

. U(t t') satlsfalt I’éq. de Schrodinger. Il est inversbile et unitaire
O~ (t,t') =UT(¢, 1))

Point de vue d’Heisenberg

- Sol. de l’equalion différentielle suivante :

dA(ﬁ(t) {AH(t) HH(t)] (%{;)H
est Ag(t) = UT(t,t0)A@)U(t, to). avec Hy(t) =

Ut (t,t0)H()U(t, to)

Mesures et évolution temporelle

- Les valeurs propre de A zr (t) sont les valeurs propre de A(t)
- La probabilité de mesurer a,,, au temps ¢ est :

(lm,(t)A = ‘<Ut(tvt0)¢m,‘w(t0))‘2
[{bm |U (¢, to) |9(t0)) |

A indépendant du temps

- En utilisant Schrédinger et en posant |1 (t)) = >

U(t,t') = exp(—iH(t — t')/Rh)
= En exp(—iEn (t — tl)/ﬁ)|¢n><¢n‘
cn (t)|dn),
on obtient :
(1) = 5, eap(—iEn (t — t)/h)en (o) én)
Théoréme d’Ehrenfest

S@IAROW) = FH ! [Au®), Au®)] 19)

- done F (2 (1)) = 7 (B(1)) et F(B(1)) = (F(=))

Probléme simple a 1D

Particule libre - Paquet d’onde

. Hamiltonien : H = ﬁ2/2m = ﬁ|P> = P2/2m‘P>
- Paquet d’onde :

- opérateur

- Eq. stationnaire Schrd : ih%d)(a:, t) = Hp(x,t)

pp(z,t) = “’2"/; —ip?t/2mh
Cp(x,t) = fdpf(p)%(df t) avec

f(p) ,Id /<75(T f 0) fd —ip2t/2m—i(z’ —x)p/n
- Plus simple dans representdtlon {Ip)}:
f(p) = d(p,t = 0) et (p,t) = (P)e_”) “¢/2mn
S (e, t) = [da' /e —in/44i(a’ —2)? m/2RE (o
0). Parfois, p(z’,t = 0) = §(z — o)
d’évolution (z|U(t, to)|z")

. o IN2
/27” e—wr/ﬁlel(t x')“m /2ht
h

- Paquet d’one Gaussien :

(@) = o rapgetor/ Mo /A

) =VF () e = /@)

S
AZ — h2t2
C ARy e,y =01+ oz = sClargit.

Potentiel constant par morceaux

2
*%(Po*?)z

- Eq. Schrd 1D, stat, V. # V(z) : —ioy’(z) = (B —
V)y(x)
CE>V(z) = Ae'Pe/h 4 Bemipz/h
=+2m(E -V
- E<V(z) = Ae*/t + Be /11 = \/ﬁ
CE=Vi(x)=Az+ B

- Si on demande explicitement de travailler avec des fonctions

paires/impaires, poser :
- E > Va(x) = Acos(kz) + Bsin(kx)
- E < V(x) = Acosh(kzx) + Bsinh(kx)

- sin/sinh : impaires ; cos/cosh : paires
- Propriété fonctions paires/impaires :

Raires : f(—) = f(@) et () = —f/(z)
- Impaires : f(—xz) = —f(z)et f'(—z) = f'(x)

- Sila région n’est pas centrée en 0, on doit poser (pour £ > V', par

exemple) :

w(r) — Ae—ik(zfé) + Beik(mfé)

SiV = ocoenx = a,onchoisirad = a
Conditions de raccordements

- Raccordement si V' faitun sautenx = L :

Yr(L) = ¢r1(L) etp} (L) = p (L)

- Si V(K) = oo, il faut poser ¢ (K) = 0
- Si V(x)aunpicen z,,ie YmVod(xz — zo) :

Plad) = (ay) ety (@f) — ¥ (z5) = 2B Voo (x,)
Tiré de I’intégration de 1’éq de Schro entre —e et e, & — 0.
Puit de potentiel carré

v ={ 1}

siz) < x < x2
six < xpoux > xo

CHY(r) = —%%a—wmw

2
- Siondéfinit H = 5> +

- valeurs propres de L.

. 2.2
- SiVy =o0,ona: B, =V + hi"'an
2m(xg—xq)

— 2 H Ty
P () = 4/ T3y Sin ('ILT( TQ_Tl)

Marche de potentiel
[ w siz <0
'V(I)*{vz>v1 siz >0
B%) < E < Vs P(x) =
AeiPr/h | Be—ipr/h G4 <
Ce— /! siz >0

On a pas de coeff. De®/! car T'onde vient de la gauche.
L’énergie n’est pas quantifiée.
AetP1e/h 4 Be—ip1x/h G4 <
. E>V221/1(9U):{ Ceipzz/h+De1ip2m/h siz >0
Si on choisit onde qui v1ent de la gauche, D = O et on obtient :
coeff. de réflexion : R = A

coeff. de transmission : T" = %
Ils vérifient : p1 (1 — R?) = poT2% ou |R|> + |T|? = 1
Effet Tunnel
Vi six < x1
cV(x) = Vo>V siz; <z <z
1%} siz > To
- Vi < E < V5 etsion choisit onde qui vient de la gauche :
AeiPe/h L Be—iva/h g4 o 1
P(x) = Ce®/! + De=*/! siz; <z < x2
Eeire/h siz > xo

Mouvement dans potentiel central

Opérateur moment cinétique et hamiltonien

. 9Pz — £Dy
L=?Ap=| 2D, — 2P~
iﬁy - Qﬁm

PR ~9 N
- Ly, Ly, L, et L™ commutent avec H
b= _n% 92

2
h® 9 +

mr or

AL+ V(r)

2m §r2

s L7y(r) +

2m7

V(r)d(r) = E¢(r)

277”2 + V(r), alors
B —ihL &y = —ih (B +1)

I

- [Li, Lj] = ihe'* Ly, = L AL =ihL
- valeurs propres de L R2L(L+1),L =0,1/2,1,3/2, ...

‘hM,M = —L,—-L+1,...,L
Moment cinétique orbital

- On passe tout en coordonnées sphériques :

L=k | _ginpl — cose 8
Ly = i { S @ 5y tan 6 BLP]
N 8 _ sing o
Ly =3 [COS‘PBG tan 6 &p]
[, — h 8
s L. = i O¢
2

L2 — 1 o2
L*=-h ( 2+ i S+ o ergﬂ)

Harmoniques sphériques

- On pose Y, (0, ¢) les fonctions états propres de L. etde L2.
- On peut poser : Y;™ (6, ) = F/™(0)e'™?

Mouvement dans un potentiel coulombien

- Done dans &Y : 4(r, 0, ¢) = 1 (r) - Y™ (6, )
- Valeurs propres dans 1’état ¢ (r, 6, ¢) :

(r, 0,6 L7|%(r, 0, 9)) = h2U(L + 1) (r, 0, )
(r,0, 8| L]0 (r, 0, 8)) = hmip(r, 0, )

- En remplagant L2 par h21(1 + 1) et u(r) = 7 - 9 (r) :

2 R21(
— e V(r)} u(r) = Eu(r)
En remettant la fonction 1); (), avec k2 = w :

W)+ 20 4 [k D] gy = 0
Moment Magnetique

- Le moment magnétique leve la dégénérescence ! Il est défini par :

- M = “TBi, avec ug = 2mc le magnéton de Bohr.
Spin
Introduction

- Levée de dégénérescence :

B=0 B#0
1s - 9
S}

- électron posséde moment magnétique intrinséque : ;. = gup %
avec S un opérateur de moment magnétique ayant [ = % e
m = :I:%

- g~2.00

Formalisme du spin 1

|%7 +%> =1 états propres de S2 et S,
l5.—-3)=14) — S, =xbets?=3n2
Matrices de Pauli
- On définit :
/0 1
== 1 o0
(0 —i
Ty = i 0

/(1 0
==\ 0 -1

- Les vecteurs propres des matrices sont :

1 2

1
"’i_\%(l '”w_\}?<—1>
1 1 2 1 1
v _\/§<z>’vy_\/§<—1i>
1 1 Ty, 2 1 0
v ﬁ(())’”z_ﬁ(l)

- Propriétés des matrices de Pauli :

1. aiz =Id

2. Tr(o;) =0

3. det(o;) = —1

4. [os,05] = 2ie'* gy,

5. 0i0; = —0,0;

6. 005 =6;; - Id+ i€k oy

7. Valeurs propres de toutes les matrices : +1

- On utilise parfois les matrices S; = %071 avect = x,Y, 2



