
2Lamécaniqueondulatoire

LouisdeBroglieavaitintroduitl’idéeducomportementondulatoirede
lamatière.Ilavaitassociéàuneparticulelibreunelongueurd’ondeetune
fréquencedonnéespar

λ=
h

p
,ν=

E

h
,(1)

Cetteidéeavaitreçuplusieursconfirmationsexpérimentalestrèsclaires,no-
tammentaveclesexpériencesdediffractiond’électronspardesreseauxcris-
tallins.Ilrestecependantàrépondreàdeuxquestionsfondamentales:

—Commentdétermine-t-onlaformedecetteondedanslecasleplus
général?

—Quelleestl’interprétationphysiquedecetteonde?

Nousnousintéressonsdanscechapitreàlapremièrequestion,àlaquelle
Schrödingeradonnéuneréponseen1926enproposantsacélèbreéquation.
Parlasuite,nousallonsbrièvementreparcourirlesétapesconceptuellesqui
ontmenéSchrödingeràcettedécouverte.

2.1L’analogieentrelamécaniqueetl’optique

Commençonsparunpetitrappeldemécaniqueanalytique.Considérons
uneparticuledécriteàl’aidedesvariablescanoniquespetq.Sonmouvement
estrégiparl’HamiltonienH(p,q,t).Enparticulier,laloidumouvementest
déterminéeparleséquationsdeHamilton-Jacobi

H

(
q,p=

∂S

∂q
,t

)
+
∂S

∂t
=0.(2)

LafonctionS=S(q,t)n’estriend’autrequel’action

S=

∫t

0

L(q,q̇,t)dt(3)

avecleLagrangienLdéfinipar

L(q,q̇,t)=pq̇−H(p,q,t).(4)

Unefoisrésoluel’équationdeHamilton-Jacobi,lafonctionSpermetde
déduireleséquationsdumouvementparunetransformationcanoniquefai-
santintervenirlesconstantesdumouvement

3
.PourunHamiltonienquine

3.Pourlesdétails,ilestutilederéviserlesnotesducoursdemécaniqueanalytique
parleProf.DeLosRios(http://itp.epfl.ch/page41881.html)
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dépend pas explicitement du temps, l’énergie est une constante du mouve-
ment et H = E. Dans ce cas, on peut montrer que l’équation de Hamilton-
Jacobi s’écrit comme

H

(
q, p =

∂S0

∂q
, t

)
− E = 0 , (5)

où S = S0 − Et. Pour une particule dans un potentiel V (q), l’Hamiltonien
est donné simplement par

H(p, q) =
p2

2m
+ V (q) (6)

et l’équation de Hamilton-Jacobi dévient

1

2m

(
dS

dq

)2

+ V (q)− E = 0 . (7)

En trois dimensions nous pouvons facilement généraliser cette équation en
remplaçant la dérivée par le gradient

1

2m
(∇S)2 + V (q)− E = 0 . (8)

Nous allons maintenant passer au problème de l’électrodynamique. En
l’absence de charges et de courants externes, dans un milieux d’indice de
réfraction n(r) dépendant de la position r, les composantes du champs électrique
sont décrites par l’équation d’onde

(
∇2 − n2(r)

c2

∂2

∂t2

)
E(r, t) = 0 . (9)

Pour une onde monochromatique de fréquence ν = ω/2π nous pouvons poser
E(r, t) = E(r) exp(iωt) et l’équation devient

(
∇2 − ω2n2(r)

c2

)
E(r) = 0 . (10)

Nous pouvons introduire maintenant des définitions standard

k =
2π

λ
=
ωn(r)

c
. (11)

Dans le vide, les quantités correspondantes sont données par

k0 =
2π

λ0

=
ω

c
. (12)

25



Nouspouvonsmaintenantécrirel’équationd’ondeenutilisantl’expression
E(r)=A(r)exp(ik0S(r)),quidéfinitlesfonctionsA(r)etS(r).Cesquantités
représententrespectivementl’amplitudeetlaphase(norméepark−1

0)de
l’onde.Enremplaçantcetteexpressiondansl’équationd’ondeonobtient
deuxéquationscoupléespourAetS.

L’idéeestmaintenantd’introduirel’approximationdetrèscourtelon-
gueurd’ondeλ0→0ouk0→∞.Physiquement,celacorrespondàlalimite
del’optiquegéométrique.Lalumièreestdécritedoncpardesrayonsquise
propagentselondestrajectoiredéterminéesparleprincipedeFermat.Ce
principeaffirmequelatrajectoired’unrayondelumièreentredeuxpoints
AetBestcellequiminimiseletempsduparcours.Eneffet,danslalimite
k0→∞,onpeutvérifierquel’équationd’ondeseréduità

(∇S(r))
2
−n

2
(r)=0.(13)

Cetteéquationestdite�éikonale�.PuisqueS(r)représentelaphasede
l’onde,lessurfacesdéfiniesparS(r)=ctesontlesfrontsdel’onde.Legra-
dient∇S(r)estorthogonalàcettesurfaceetdéfinitdoncladirectionde
propagationdurayondelumière.L’éikonaledécritdonc,danslalimitede
courtelongueurd’onde,latrajectoiredesrayonsdelumière.

L’intuitiongénialedeSchrödingerétaitderemarquerl’analogieentre
l’éikonale(13)etl’équationdeHamilton-Jacobi(8).Ils’agitdelamême
équationsionassociel’actionSen(8)àlaphaseSen(13)etondéfinit
n(r)=

√
E−V(r).

Schrödingeraréfléchiàlasignificationphysiquedel’éikonale:ils’agit
delalimiteoùlapropagationdelalumièrepeutêtredécritepardesrayons
avecdestrajectoiresbiendéfinies.Pouruneparticule,ladescriptiondumou-
vementparunetrajectoirecorrespondàlamécaniqueclassique.Schrödin-
gerremarquedoncquel’équationsdelamécaniqueclassiqueetcelledes
ondesélectromagnétiquesdanslalimitedel’optiquegéométriquesontiden-
tiques.Maisladescriptionlaplusgénéraleduchampélectromagnétiqueest
donnéeparl’équationd’onde.Quelleseraitdoncuneéquationd’ondepour
lamécanique,tellequel’équationdeHamilton-Jacobi(8)endécouledans
lalimitedecourtelongueurd’onde?Al’aideducalculdesvariations,eten
tenantcomptedelarelationdedeBrogliep=h/λ=~k,ilestimmédiatde
montrerquecetteéquationestdonnéepar

(
−

~
2

2m∇
2

+V(r)

)
ψ(r)=Eψ(r),(14)

oùψ(r)estditefonctiond’ondedelaparticule.C’estl’équationdeSchrödin-
gerindépendantedutemps.Cettedémarchenoussuggèredoncquelamécanique
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E=~ωkdonnés.Pourcetteraison,l’expression19s’appelle�décomposition
spectrale�delafonctiond’ondeψ(r,t).Nouspouvonsmaintenantétudier
sousquelleconditionψ(r,t)estnormalisée:

1=

∫
d

3
r|ψ(r,t)|

2

=

∫
d

3
r

1

(2π)3

∫
d

3
k

∫
d

3
k′A∗(k)A(k′)ei[(k′−k)·r−(ωk′−ωk)t]

Utilisons(voirSérie3)

∫
d

3
re

i(k′−k)·r=(2π)
3
δ(k′−k)

Aprèsavoirinversél’ordredesintégralesenretknousavons

1=

∫
d

3
k

∫
d

3
k′A∗(k)A(k′)e−i(ωk′−ωk)t

δ(k′−k)

=

∫
d

3
k|A(k)|

2

Donc,pourqueψ(r,t)soitnormée,ilfautque

∫
d

3
k|A(k)|

2
=1

Laquantité|A(k)|
2

estsouventappelée�densitéspectrale�.Nouspouvons
l’interpréterdelafaçonsuivante:|A(k)|

2
d

3
kestlaprobabilitéquelapar-

ticuledécriteparlafonctiond’ondeψ(r,t)aitunequantitédemouvement
comprisedansunvolumeinfinitésimal~

3
d

3
kautourdelavaleurp=~k.
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classique est à la mécanique quantique ce que l’optique géométrique est à
l’optique ondulatoire.

Avant de continuer, une remarque s’impose. Nous avons illustré la démarche
qui a été historiquement suivie par Schrödinger pour aboutir à son équation.
Il ne faut pas toutefois penser que cette démarche est une démonstration de
l’équation de Schrödinger, puisque elle est basée simplement sur une analo-
gie conceptuelle. Nous verrons par la suite que la mécanique quantique est
une théorie basée sur un ensemble d’axiomes, et que un de ces axiomes est
exactement l’équation de Schrödinger dans sa forme dépendante du temps
que nous étudierons par la suite.

2.2 L’équation de Schrödinger

L’équation que nous avons déduite est l’équation de Schrödinger indépendante
du temps (

− ~2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r) = Eψ(r) (15)

Nous pouvons la réécrire symboliquement comme

Hψ(r) = Eψ(r) (16)

où H est un opérateur qui agit sur une fonction ψ(r), défini par la partie
gauche de 15. Ce n’est pas par hasard que nous appelons cet opérateur H.
Considérons en effet l’Hamiltonien classique d’une particule dans un potentiel
V (r)

H(p, r) =
p2

2m
+ V (r)

Nous pouvons remplacer formellement les composantes du vecteur quantité
de mouvement p (qui sont des nombres réels) par des opérateurs différentiels,
de la façon suivante

px → −i~
∂

∂x
, py → −i~

∂

∂y
, pz → −i~

∂

∂z

En remplaçant ces opérateurs dans l’expression de l’Hamiltonien H(p, r),
nous obtenons

H(p, r) = − ~2

2m
∇2 + V (r)

Ce qui implique l’équation de Schrödinger 15 à partir de 16. Pour l’instant
nous ne devons pas essayer de comprendre le passage qui consiste à rem-
placer une variable classique par un opérateur. Considérons-le comme un
passage purement formel. Nous verrons par la suite qu’il est à la base de la
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Le conjugué hermitique H† d’un opérateur H est défini par
∫

d3r (Hψ)∗φ =

∫
d3r ψ∗H†φ ∀ ψ, φ .

L’Hamiltonien est un opérateur � autoadjoint � (ou � hermitique �), c’est-
à-dire :

H† = H .

L’idée donc, que le module carré de la fonction d’onde représente une pro-
babilité (par exemple, qu’une particule se trouve à un endroit r), se renforce
suite à cette remarque : nous avons vu en effet que la somme des probabilités
étendue à tout l’espace est conservée. Nous verrons dans la théorie axioma-
tique de la mécanique quantique, que la notion de probabilité et son lien avec
la fonction d’onde sont des postulats de la théorie. La quantité

|ψ(r, t)|2d3r

est la probabilité que la particule se trouve dans un volume d3r autour du
point r, au temps t.

Revenons maintenant à l’onde de de Broglie.

ψ(r, t) =
1

(2π)3/2
ei(k·r−ωkt)

~ωk =
~2k2

2m
=

p2

2m

où nous avons introduit un facteur constant 1/(2π)3/2 pour des raisons qui
deviendront claires par la suite. Cette fonction d’onde n’est pas à carré som-
mable ∫

d3r |ψ(r, t)|2 =∞

et semblerait ne pas pouvoir décrire une densité de probabilité, pour laquelle
nous souhaitons que

∫
d3r |ψ(r, t)|2 = 1 (somme des probabilités = 1). Nous

verrons que ceci ne constitue pas un problème et que nous pouvons généraliser
le concept de � normalisation � à des fonctions qui ne sont pas à carré
sommable, par une approche mathématiquement appropriée. Pour l’instant,
nous allons utiliser le principe de superposition de manière plus générale, pour
construire des fonctions d’onde arbitraires à partir de la fonction d’onde de
De Broglie.

ψ(r, t) =

∫
d3k A(k)

1

(2π)3/2
ei(k·r−ωkt) (19)

L’intégrale en k est interprétée de la façon suivante. L’onde ψ(r, t) est une
superposition linéaire d’ondes avec quantité de mouvement p = ~k et énergie
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théorieformelledelamécaniquequantique,etilestconnusouslenomde
�quantificationcanonique�.

L’équation(15)ou(16)estuneéquationdifférentielleauxdérivéespar-
tiellesenR

3
.Elleestlinéaire.Mathématiquement,ellepeutêtrerésolueen

imposantdesconditionsaubordpourlafonctionψ(r).Unefoisdonnées
lesconditionsaubord,cetteéquationpossèdedessolutionsseulementpour
certaines�valeurspropres�du�paramètre�E(ellespourraientêtreen
nombreinfini).NousappelonscesvaleurspropresEnetlessolutionscor-
respondantesψn(r)(n=0,1,2...).Nouspouvonsdoncréécrireleproblème
comme

Hψn(r)=Enψn(r)

Enmathématiques,leproblèmeauxvaleurspropresesttrèsbienconnu.
SchrödingerasuggéréquelesvaleurspropresEn,correspondantauxdifférentes
solutionsψn(r),sontlesvaleursquantifiéesquel’énergiedusystèmepeut
prendre.Lescontraintesimposéesparlesconditionsaubordexpliquentpour-
quoilesEnsontlesseulesvaleurspossiblesquel’énergiepeutprendre.

Commenousleverronsparlasuite,l’équationdeSchrödingerappliquée
auproblèmedel’atomed’hydrogène,expliquetrèsbienlesvaleursdesénergies
quiétaientmesuréesparlaspectroscopieoptique,cequiétaitunpremier
grandsuccèsdecettethéorie.

2.3L’équationdeSchrödingerdépendantedutemps

L’équation15décritunsystèmestationnairepourlequellafonctiond’onde
nedépendpasdutemps.Pourpouvoirdécrireunsystèmenonstationnaire
(parexempleuneparticulequifaitunchocetestdiffusée)ilfautgénéraliser
l’équationdeSchrödinger.LathéoriedeDeBroglienousvientencoreune
foisenaide.Uneparticulelibreestdécriteparcettethéoriecommeuneonde
plane:

ψ(r,t)=e
i(k·r−ωt)

avec

k=
p

~
,ω=

E

~
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desélectrons.Nousavonsvuque,silaprobabilitéP(x)dxpourlaparticule
d’arriveràunpointentrexetx+dxpeuts’exprimercommelemodulecarré
d’unefonction,P(x)dx=|ψ(x,t)|

2
dx,alorsl’interférenceetlarelationentre

P1(x),P2(x)etP12(x)pourraientêtrefacilementexpliquées,pourvuquele
principedesuperpositionsoitvalablepourlafonctionψ(x).Nousdevonsen
effetintroduirel’hypothèseque:

ψ12(x)=ψ1(x)+ψ2(x)

c’est-à-direquel’effetcombinédesfentes1et2ouvertess’obtientenfaisant
lasommedesfonctionsd’ondeψ(x)(etpasdesprobabilitésP(x)).

Nousverronsquelalinéaritédelathéorieestundespostulatsdela
mécaniquequantiqueformelle.Parlasuite,nousallonsappliquerl’idéede
superpositionauxétatsd’uneparticuledansl’espacevide.nousverronsqu’à
partirdel’étatstationnairedel’ondeplane

ψk(r,t)=e
i(k·r−ωt)

nouspouvonsconstruireunétatnonstationnairedit�paquetd’onde�,et
nousallonsétudiersespropriétés.

Commedernièreremarquedeceparagraphe,nousaimerionssoulignerun
faitimportant.Engénéral,laquantité

∫
d

3
r|ψ(r,t)|

2
=

∫
ψ∗(r,t)ψ(r,t)d

3
r

nedépendpasdutemps.Eneffet

∂

∂t

∫
d

3
rψ∗ψ=

∫
d

3
r

[(∂ψ
∂t

∗)
ψ+ψ∗

(∂ψ
∂t

)]

=
i

~

[∫
d

3
r(Hψ)∗ψ−

∫
d

3
rψ∗Hψ

]

=
i

~

[∫
d

3
rψ∗H†ψ−

∫
d

3
rψ∗Hψ

]

=
i

~

[∫
d

3
rψ∗Hψ−

∫
d

3
rψ∗Hψ

]
=0

oùnousavonsutilisélefaitsuivants.Sii~
∂ψ
∂t=Hψalorslecomplexe

conjuguédecetterelationimplique

−i~
∂ψ∗

∂t
=(Hψ)∗.
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Cette équation est solution de l’équation de Schrödinger 15 avec V (r) = 0 et

E = p2

2m
. Vérifions-le

− ~2

2m
∇2ei(k·r−ωt) =

~2k2

2m
ei(k·r−ωt)

=
p2

2m
ei(k·r−ωt)

= Eei(k·r−ωt)

Pour cette fonction d’onde, la forme la plus simple d’équation différentielle
dépendante du temps, qui implique 15 et soit en accord avec la relation de
De Broglie E = ~ω = hν est

i~
∂ψ(r, t)

∂t
= Hψ(r, t) (17)

où nous avons utilisé la notation de l’opérateur Hamiltonien introduite en 16.
Nous pouvons facilement vérifier que l’équation 17 implique l’équation aux
valeurs propres 15 pour la particule libre. Plus en général, si ψn(r) est une
solution de l’équation de Schrödinger indépendante du temps 15 avec valeur
propre En, la solution correspondante de l’équation 17 est

ψ(r, t) = ψn(r)e−i
Ent
~ (18)

(vérifier que 18 satisfait l’équation 17)
Il ne faut pas se laisser décourager par l’introduction de deux différentes

fonctions d’onde, ψ(r, t) et ψ(r). Nous verrons par la suite que les propriétés
physiques d’un système sont déterminées par le module carré de la fonction
d’onde. Pour une solution propre 18 de l’équation de Schrödinger, on voit
que

|ψ(r, t)|2 = |ψn(r)|2

Cette fonction d’onde décrit un état du système dit � état propre �, ou � état
stationnaire �. Comme nous le verrons maintenant, l’équation de Schrödinger
dépendante du temps 17 admet des solutions non stationnaires, qui ne sont
pas de la forme 18, et qui ne satisfont donc pas l’équation de Schrödinger
indépendante du temps 15. C’est donc l’équation 18 qui constitue la descrip-
tion la plus générale d’un système physique. Nous allons maintenant discuter
la linéarité de la mécanique quantique et le principe de superposition. Ces
deux concepts nous permettront de mieux comprendre le lien entre l’équation
15 et l’équation 17.

Considérons deux solutions distinctes de l’équation 17 ψ1(r, t) et ψ2(r, t).
L’équation 17 est linéaire dans le sens que pour deux constantes arbitraires
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c1, c2 ∈ C, la combinaison linéaire

ψ = c1ψ1 + c2ψ2

est aussi une solution de 17. En particulier :

i~
∂

∂t
ψ = i~

∂

∂t
(c1ψ1 + c2ψ2)

= c1i~
∂ψ1

∂t
+ c2i~

∂ψ2

∂t

et

Hψ = H(c1ψ1 + c2ψ2)

= c1Hψ1 + c2Hψ2

Il s’ensuit que, si 17 est valable pour ψ1 et ψ2, alors elle est valable aussi pour
ψ. D’un point de vue physique, si ψ1 et ψ2 sont deux � états � possibles d’un
système, alors ψ(r, t) = c1ψ1(r, t) + c2ψ2(r, t) l’est aussi. C’est le principe de
superposition. L’équation 15 aux valeurs propres n’a pas toujours la même
propriété. Si ψ1(r) est une solution propre avec valeur propre E1 et ψ2(r) une
solution propre avec valeur propre E2 6= E1, alors la fonction ψ = c1ψ1 +c2ψ2

n’est manifestement pas une solution propre de 15.
Nous comprenons donc que les états dits � propres � ou � station-

naires � jouent un rôle spécial. En particulier, pour un état stationnaire,
la fonction d’onde dépendante du temps

ψn(r, t) = ψn(r)e−i
En
~ t

est telle que son module carré |ψn(r, t)|2 = |ψn(r)|2 reste identiquement le
même au cours du temps (d’où le nom d’état stationnaire). Nous pouvons
construire une solution générale de l’équation de Schrödinger dépendante du
temps 17 à partir de solutions propres de 15 :

ψ(r, t) =
∑

n

cne
−iEn~ tψn(r) , cn ∈ C

On vérifie facilement que cette fonction est solution de 17 si on suppose que
pour chaque n, Hψn(r) = Enψn(r). Pour cette solution nous avons que le mo-
dule carré |ψ(r, t)|2 évolue au cours du temps. C’est un état non stationnaire
du système.

La linéarité et le principe de superposition ont une signification très im-
portante pour la physique. Revenons à l’expérience de pensée de Young avec
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