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dépend pas explicitement du temps, I’énergie est une constante du mouve-
ment et H = E. Dans ce cas, on peut montrer que ’équation de Hamilton-
Jacobi s’écrit comme

05

H(q,p:a—q,t)—E:(J, (5)

ou S = Sy — Et. Pour une particule dans un potentiel V'(¢), I'Hamiltonien
est donné simplement par

LA (©)

H(p,q) = o

et ’équation de Hamilton-Jacobi dévient

! (ds)2+V(q)—E:0. (7)

2m \ dq

En trois dimensions nous pouvons facilement généraliser cette équation en
remplagant la dérivée par le gradient

1 2
— (VS Vg —E=0. 8
5 (V8) + V(g ®)

Nous allons maintenant passer au probleme de 1’électrodynamique. En
I’absence de charges et de courants externes, dans un milieux d’indice de

réfraction n(r) dépendant de la position r, les composantes du champs électrique
sont décrites par ’équation d’onde

(VZ - "ZC(;) g%) E(r,t) = 0. (9)

Pour une onde monochromatique de fréquence v = w/27 nous pouvons poser
E(r,t) = E(r) exp(iwt) et 'équation devient

(W - M) E(r)=0. (10)

2
Nous pouvons introduire maintenant des définitions standard

_ 21 wn(r)

k 11
A c (11)
Dans le vide, les quantités correspondantes sont données par
2r w
ko= ==, 12
0 )\0 C ( )
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classique est a la mécanique quantique ce que l'optique géométrique est a
loptique ondulatoire.

Avant de continuer, une remarque s’impose. Nous avons illustré la démarche
qui a été historiquement suivie par Schrédinger pour aboutir & son équation.
11 ne faut pas toutefois penser que cette démarche est une démonstration de
I’équation de Schrodinger, puisque elle est basée simplement sur une analo-
gie conceptuelle. Nous verrons par la suite que la mécanique quantique est
une théorie basée sur un ensemble d’axiomes, et que un de ces axiomes est
exactement 1'équation de Schrodinger dans sa forme dépendante du temps
que nous étudierons par la suite.

2.2 L’équation de Schrodinger

L’équation que nous avons déduite est 1’équation de Schrodinger indépendante
du temps

h2
(-3 ¥+ V) vt0) = Ew) (15)
Nous pouvons la réécrire symboliquement comme
Hip(r) = Exj(r) (16)

ol H est un opérateur qui agit sur une fonction (r), défini par la partie
gauche de 15. Ce n’est pas par hasard que nous appelons cet opérateur H.
Considérons en effet ’Hamiltonien classique d’une particule dans un potentiel

V(r)

2

H(p,x) = 2=+ V(r)

Nous pouvons remplacer formellement les composantes du vecteur quantité
de mouvement p (qui sont des nombres réels) par des opérateurs différentiels,
de la fagon suivante

;P — —ihg

. — —ih
P. — (2 az

— , py = —ith—
oz ' P oy
En remplagant ces opérateurs dans l'expression de I'Hamiltonien H(p,r),
nous obtenons

hz
H(p,r) = ——V*+V(r
(b.r) = —5 V2 + V(1)
Ce qui implique I’équation de Schrodinger 15 a partir de 16. Pour Uinstant
nous ne devons pas essayer de comprendre le passage qui consiste a rem-

placer une variable classique par un opérateur. Considérons-le comme un
passage purement formel. Nous verrons par la suite qu’il est a la base de la

27

Le conjugué hermitique H' d'un opérateur H est défini par
/ &r (Hy) ¢ = / Ery H ¢ Yo,

L’Hamiltonien est un opérateur < autoadjoint » (ou < hermitique ), c’est-
a-dire :
H'=H.

1’idée donc, que le module carré de la fonction d’onde représente une pro-
babilité (par exemple, qu'une particule se trouve & un endroit r), se renforce
suite a cette remarque : nous avons vu en effet que la somme des probabilités
étendue a tout I'espace est conservée. Nous verrons dans la théorie axioma-
tique de la mécanique quantique, que la notion de probabilité et son lien avec
la fonction d’onde sont des postulats de la théorie. La quantité

(e, )2

est la probabilité que la particule se trouve dans un volume d*r autour du
point r, au temps ¢.
Revenons maintenant a 'onde de de Broglie.

1 )
_ i(k-r—wygt)
1/1(1“7 t) - (2%)3/26 *
k2 p?
Ay ! -
2m 2m

ott nous avons introduit un facteur constant 1/(27)%/? pour des raisons qui
deviendront claires par la suite. Cette fonction d’onde n’est pas a carré som-
mable

[ rivteof =

et semblerait ne pas pouvoir décrire une densité de probabilité, pour laquelle
nous souhaitons que [ d®r |[)(r,t)|?> = 1 (somme des probabilités = 1). Nous
verrons que ceci ne constitue pas un probleéme et que nous pouvons généraliser
le concept de < normalisation > a des fonctions qui ne sont pas a carré
sommable, par une approche mathématiquement appropriée. Pour I'instant,
nous allons utiliser le principe de superposition de maniere plus générale, pour
construire des fonctions d’onde arbitraires & partir de la fonction d’onde de
De Broglie.

P(r,t) = / d*k A(k) (273)3 eilrmad) (19)

L’intégrale en k est interprétée de la fagon suivante. L’onde ¥ (r,t) est une
superposition linéaire d’ondes avec quantité de mouvement p = fik et énergie

32
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Cette équation est solution de I’équation de Schrodinger 15 avec V(r) = 0 et
E= % Vérifions-le

777’72 VZGi(k-r—wt) _ R’k ei(k-r—wt)
2m 2m
_ L?ei(k«rfwt)
2m~
_ Eei(k«rfwt)

Pour cette fonction d’onde, la forme la plus simple d’équation différentielle
dépendante du temps, qui implique 15 et soit en accord avec la relation de
De Broglie £ = hw = hv est

ihw = Hi(r,t) (17)

ot

ot nous avons utilisé la notation de I'opérateur Hamiltonien introduite en 16.
Nous pouvons facilement vérifier que 1’équation 17 implique 'équation aux
valeurs propres 15 pour la particule libre. Plus en général, si ¢, (r) est une
solution de I’équation de Schrodinger indépendante du temps 15 avec valeur
propre E,, la solution correspondante de 1’équation 17 est

Bt

P(r,t) = Pu(r)e "t n (18)

(vérifier que 18 satisfait I'équation 17)

11 ne faut pas se laisser décourager par 'introduction de deux différentes
fonctions d’onde, 9(r,t) et ¥(r). Nous verrons par la suite que les propriétés
physiques d’un systeme sont déterminées par le module carré de la fonction
d’onde. Pour une solution propre 18 de l’équation de Schrédinger, on voit
que

(e, ) = [ (x)

Cette fonction d’onde décrit un état du systeme dit < état propre >, ou < état
stationnaire ». Comme nous le verrons maintenant, I’équation de Schrédinger
dépendante du temps 17 admet des solutions non stationnaires, qui ne sont
pas de la forme 18, et qui ne satisfont donc pas 1’équation de Schrédinger
indépendante du temps 15. C’est donc I’équation 18 qui constitue la descrip-
tion la plus générale d’un systeme physique. Nous allons maintenant discuter
la linéarité de la mécanique quantique et le principe de superposition. Ces
deux concepts nous permettront de mieux comprendre le lien entre I’équation
15 et I'équation 17.

Considérons deux solutions distinctes de 'équation 17 9 (r,t) et 1q(r, t).
L’équation 17 est linéaire dans le sens que pour deux constantes arbitraires

29

c1, 5 € C, la combinaison linéaire
=191 + cathe

est aussi une solution de 17. En particulier :

0 .0
zhaw = zhE(cﬂ/}lJrczwg)

TR T
= c¢ih ET + ¢coih gT

et

Hy = H(citr + cato)
= cHyy + coHipo

Il s’ensuit que, si 17 est valable pour v et 1, alors elle est valable aussi pour
1. D™un point de vue physique, si 9; et 1, sont deux < états > possibles d'un
systeme, alors ¥(r,t) = c191(r,t) + cotha(r, t) Dest aussi. C’est le principe de
superposition. L’équation 15 aux valeurs propres n’a pas toujours la méme
propriété. Si ¢y (r) est une solution propre avec valeur propre F; et 1)o(r) une
solution propre avec valeur propre Ey # Ej, alors la fonction ¢ = ¢191 + co1bo
n’est manifestement pas une solution propre de 15.

Nous comprenons donc que les états dits < propres » ou < station-
naires > jouent un role spécial. En particulier, pour un état stationnaire,
la fonction d’onde dépendante du temps

’[/}n(r7 t) = q‘j‘)n(r)eii%t
est telle que son module carré |1, (r,t)> = |1, (r)|? reste identiquement le
méme au cours du temps (d’ou le nom d’état stationnaire). Nous pouvons
construire une solution générale de ’équation de Schrédinger dépendante du
temps 17 a partir de solutions propres de 15 :

Yir,t) =3 ce (1), e €C

n

On vérifie facilement que cette fonction est solution de 17 si on suppose que
pour chaque n, Hy,(r) = E,1,(r). Pour cette solution nous avons que le mo-
dule carré [(r, t)|? évolue au cours du temps. C’est un état non stationnaire
du systeme.

La linéarité et le principe de superposition ont une signification tres im-
portante pour la physique. Revenons a ’expérience de pensée de Young avec
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