
3LamécaniquematricielledeHeisenberg

NousavonsvucommentSchrödingerétaitarrivéàdéduirel’équation
d’ondedelamécaniquequantiqueen1926,enréfléchissantsurl’analogie
entrel’équationHamilton-Jacobienmécaniqueclassiqueetlalimitedel’op-
tiquegéométriquedeséquationsdeMaxwell.L’équationdeSchrödingerpour
uneparticuledansunpotentielV(r)s’écrit

i~
∂

∂t
ψ(r,t)=−

~
2

2m∇
2
ψ(r,t)+V(r)ψ(r,t)

Nousavonsdéjàremarquéquecetteéquationpeutêtreécritecomme

i~
∂

∂t
ψ(r,t)=Ĥψ(r,t)

oùĤpeutêtreconsidérécommeunopérateurquiagitsurl’espacedeHilbert
desfonctionsψ(r).NousavonsappelécetopérateurĤpuisqu’onpeutétablir
unlienavecl’Hamiltoniendusystême

H=
p

2

2m
+V(x)

pourvuquel’ondéfinisseunopérateurp̂correspondantàlaquantitéde
mouvementpdelamanièresuivante

p̂≡−i~∇
p̂α≡−i~

∂

∂α
α=x,y,z

Pourcomplétercepassageformel,nouspouvonsaussidéfinirl’opérateurr̂
quiagitcommeunopérateur�demultiplication�surunefonctionψ(r):

r̂ψ(r)≡rψ(r)

Detellemanière,àchaquefonctionder,commeparexempleV(r),estassocié
unopérateurV(r̂)demultiplication

V(r̂)ψ(r)≡V(r)ψ(r)

Aveccesdéfinitions,ilestclairque

Ĥψ(r,t)=

[p̂2

2m
+V(r̂)

]
ψ(r,t)

=−
~

2

2m∇
2
ψ(r,t)+V(r)ψ(r,t)
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et
〈p̂

2
0〉=〈p

2
〉−〈p〉

2
=(∆p)

2

d’où

∆x∆p>
~
2

Cetterelation,démontréepourx̂etp̂,esteneffetvraiepourtoutepaire
d’opérateurshermitiquesÂ,B̂�conjugués�,c’est-à-diretelsque

[Â,B̂]=cte

Ellenousditqu’ilestimpossibledeconnâıtreavecuneprécisionarbitraire
lapositionxetl’impulsionpd’uneparticule.Maisxexprimelatrajectoire-
caractèredeparticule-etp=~k=

h
λlalongueurd’onde-caractèred’onde.

LeprincipedeHeisenbergestdoncuneconséquencedirecteduprincipe
decomplémentaritéquantiquedeBohr.
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Ces considérations avaient amené Schrödinger à établir une correspon-
dance précise entre sa théorie de la mécanique ondulatoire et la théorie de
la � mécanique matricielle �. Cette dernière avait été développée par Hei-
senberg en 1925 et était l’autre théorie formelle de la physique quantique.
L’� unification � des théories de Schrödinger et de Heisenberg a donné nais-
sance à la mécanique quantique moderne. Heisenberg avait déduit sa théorie
en 1925, en même temps que Schrödinger. Il avait été inspiré par l’observa-
tion expérimentale des spectres d’énergie des atomes, en particulier par le
fait que les raies spectrales suivaient toujours le critère

νmn = Tm − Tn
toutes les fréquences mesurées νmn sont données par la différence entre deux
valeurs prises d’une série de valeurs discrètes Tm m = 1, 2, 3, ...

Pour expliquer cela, Heisenberg avait introduit l’idée que les quantités
physiques sont représentées par des matrices hermitiques (une matrice A
est dite hermitique si (Amn)∗ = Amn). Les valeurs mesurées pour ces quan-
tités sont données par les valeurs propres des matrices correspondantes. La
propriété de matrice hermitique nous assure que ces valeurs propres sont
réelles et peuvent donc représenter des quantités physiques. Heisenberg avait
en particulier postulé que les matrices correspondant aux quantités x et p
remplissent la rêgle de commutation

[x̂, p̂] = i~Î
avec Î matrice identité. Ce postulat est nécessaire pour la raison suivante.
L’Hamiltonien H du système est une fonction de p et de x, en général. Par
exemple, pour un oscillateur harmonique, nous avons

H(p, x) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

où ν = ω
2π

est la fréquence de l’oscillateur.
N’oublions pas qu’en physique classiqueH représente l’énergie du système.

En tant que quantité physique qui peut être mesurée, H doit être représentée
par une matrice selon la théorie de Heisenberg. Le choix le plus naturel est
que

Ĥ(p, x) =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

où p̂2 = p̂ · p̂ et x̂2 = x̂ · x̂, produit au sens des matrices : (Â · B̂)mn =∑
j AmjBjn.
Or, pour une particule en général (par exemple dans le vide), les valeurs

mesurées de p et x peuvent être quelconques. Donc les matrices p̂ et x̂ ont des
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3.2 Principe d’incertitude de Heisenberg

Définissons les écarts-type de x̂ et p̂ comme

(∆x)2 ≡ 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2
(∆p)2 ≡ 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2

Il s’agit en effet des écarts-type des valeurs possibles d’une mesure de x̂ et
p̂. Le principe d’incertitude de Heisenberg dit que, pour un état normé |φ〉 :

∆x ·∆p > ~
2

(20)

Preuve :
[x̂, p̂] = i~

Définissons

x̂0 ≡ x̂− 〈φ|x̂|φ〉Î
= x̂− 〈x̂〉Î

p̂0 ≡ p̂− 〈p̂〉Î

Nous avons aussi [x̂0, p̂0] = i~. De plus, x̂0 et p̂0 sont hermitiques. Considérons
l’état

(x̂0 + iλp̂0)|φ〉 λ ∈ R
Sa norme au carré doit être positive

〈φ|(x̂0 − iλp̂0)(x̂0 + iλp̂0)|φ〉 > 0

Mais

〈φ|(x̂0 − iλp̂0)(x̂0 + iλp̂0)|φ〉
= 〈φ|x̂2

0|φ〉+ λ2〈φ|p̂2
0|φ〉 − iλ〈φ|p̂0x̂0|φ〉+ iλ〈φ|x̂0p̂0|φ〉

= 〈φ|x̂2
0|φ〉+ λ2〈φ|p̂2

0|φ〉+ iλ〈φ|[x̂0, p̂0]|φ〉
= λ2〈φ|p̂2

0|φ〉 − λ~ + 〈φ|x̂2
0|φ〉 > 0

C’est un polynôme en λ. Pour qu’il soit toujours positif il faut que son
discriminant soit négatif.

~2 − 4〈φ|x̂2
0|φ〉〈φ|p̂2

0|φ〉 6 0

⇒ 〈x̂2
0〉〈p̂2

0〉 >
~2

4

mais
〈x̂2

0〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 = (∆x)2
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valeursproprescorrespondantàl’ensembledetouslesnombresréels(nous
verronsquecelaestpossiblesiongénéraliseladéfinitionmathématiquede
matriceendimensioninfinieetavecdesindicescontinus)

D’aprèsl’algèbrelinéaire,noussavonsquesideuxopérateurscommutent,
alorsilexisteunetransformationunitaireUquidiagonaliselesdeuxopérateurs
simultanément.Supposonsque[x̂,p̂]=0.Lesvecteursdelabasequidiago-
nalisex̂etp̂sontvecteurspropresdex̂etp̂pardéfinition.Appelons-leφp,x.
Nousavons

p̂φp,x=pφp,x

x̂φp,x=xφp,x

MaiscesvecteurssontaussivecteurspropresdeĤ(x̂,p̂),quiestunefonction
dex̂etp̂.Donc

Ĥφp,x=

(p
2

2m
+

1

2
mω

2
x

2

)
φp,x

LesvaleurspropresdeĤseraientdonctouteslesvaleursprévuespar
laphysiqueclassique.Ceciestcontraireàl’idéequ’enmécaniquequantique
seulementdesvaleursdiscrètesdel’énergiesontpossibles.Ilfautdoncquex̂
etp̂necommutentpas.DanslathéoriedeHeisenberg,lecommutateurentre
p̂etx̂estintroduitcommepostulat,maisonvoitqu’ilestenaccordavecla
théoriedeSchrödinger(qui,àsontour,estobtenueàpartirdepostulats:une
théoriedelamécaniquequantiquedéduiteseulementàpartirdeprincipes
premiersn’existepas).

D’aprèslarelation

x̂·p̂−p̂·x̂=i~Î

s’ensuitque,pourunematriceF̂(x̂,p̂)quiestunefonctionarbitrairede
x̂etp̂,

−i~
∂F̂(x̂,p̂)

∂p̂
=F̂·x̂−x̂·F̂

i~
∂F̂(x̂,p̂)

∂x̂
=F̂·p̂−p̂·F̂

oùladérivéeparrapportàunematriceestdéfiniecomme

∂f(x̂)

∂x̂
=lim

ε→0

f(x̂+εÎ)−f(x̂)

ε
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oùnousavonsutilisélefaitquedesfonctionsàcarrésommables’annulentà
l’infini.Finalementnouspouvonsmontrerque[x̂,p̂x]=i~Î:

[x̂,p̂x]φ(r)=x̂p̂xφ(r)−p̂xx̂φ(r)

=x̂(−i~)
∂φ

∂x−(−i~)
∂

∂x
(xφ)

=−i~x
∂φ

∂x
+i~

(
x
∂φ

∂x
+φ

)

=i~φ∀φ∈H

LelienentrelesthéoriesdeSchrödingeretHeisenbergestdoncétabli.
Nousverronsparlasuitequelaprocédureformelledereprésenterdesquan-
titésphysiquesobservablespardesopérateurshermitiquess’appelle�quan-
tificationcanonique�.

Nouspouvonsdoncrécapitulerl’essentieldelathéoriedeHeisenberg.Les
valeurs�observables�(mesurables)d’unequantitéphysiquecorrespondent
auxvaleurspropresd’unematrice(d’unopérateurlinéairequiagitsurun
espacevectoriel,typiquementdedimensioninfinie)quicaractériselaquantité
physiqueenquestion.

Exemples:
r̂=(x̂,ŷ,ẑ)opérateurdemultiplicationsurl’espacedesfonctionsàcarré

sommable.

x̂ψ(r)=xψ(r)

ŷψ(r)=yψ(r)

ẑψ(r)=zψ(r)

p̂=−i~
(∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

opérateurquantitédemouvementsurlemêmeespace.
Ilestclairqu’unefonctionψ(r)estvecteurpropredex̂,ŷ,ẑavecvaleur

proprex,y,zpardéfinition.LatransforméedeFourier

ψ̃(k)=
1

(2π)3/2

∫
d

3
rψ(r)e

ik·r

estvecteurpropredep̂avecvaleurpropres~k:larelation

p̂ψ̃(k)=~kψ̃(k)

découledespropriétésdelatransforméedeFourier.
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en analogie avec la dérivée d’une fonction de variable réelle.
Si nous prenons en particulier F̂ (x̂, p̂) = Ĥ Hamiltonien du système, nous

avons :

−i~∂Ĥ(x̂, p̂)

∂p̂
= Ĥ · x̂− x̂ · Ĥ

i~
∂Ĥ(x̂, p̂)

∂x̂
= Ĥ · p̂− p̂ · Ĥ

A ce point il faut se souvenir des équations de Hamilton en mécanique
classique, qui expriment la variation temporelle des variables conjuguées x et
p pour un système Hamiltonien caractérisé par une fonction Hamiltonienne
H(x, p) :

ẋ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x

Si nous voulons que ces relations soient valables pour les valeurs propres
des matrices dans la théorie de Heisenberg alors il faut que

−i~ ˙̂x = Ĥ · x̂− x̂ · Ĥ
−i~ ˙̂p = Ĥ · p̂− p̂ · Ĥ

Il s’ensuit que pour une matrice arbitraire F̂ (x̂, p̂) fonction de x̂ et p̂

−i~∂F̂ (x̂, p̂)

∂t
= Ĥ · F̂ − F̂ · Ĥ

C’est l’équation de Heisenberg, qui donne l’évolution temporelle des ma-
trices qui représentent des quantités physiques, en fonction de l’Hamiltonien
du système.

3.1 Lien avec la théorie de Schrödinger

Le lien de la théorie de Schrödinger avec la mécanique matricielle de
Heisenberg s’établit en considérant l’espace vectoriel de Hilbert formé par les
fonctions d’onde :

H =

{
ψ(r);

∫
d3r |ψ(r)|2 <∞

}

On peut considérer une base orthonormée, complète {Um(r)} m =, 1, 2...
∫

d3r U∗m(r)Un(r) = δmn
∑

m

U∗m(r)Um(r′) = δ(r− r′)
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avec le produit scalaire défini comme

〈ψ|φ〉 =

∫
d3r ψ∗(r)φ(r)

A un opérateur Hermitique Â nous pouvons associer une matrice selon

Amn ≡ 〈Um|ÂUn〉

=

∫
d3r U∗m(r)ÂUn(r)

De cette manière, on peut facilement montrer que les propriétés suivantes
sont remplies

(A+B)mn = Amn +Bmn

(AB)mn =
∑

j

AmjBjn

Il nous reste à montrer que r̂ et p̂ sont opérateurs hermitiques. Montrons-
le pour une composante. Pour x̂

〈φ|x̂†ψ〉 = 〈x̂φ|ψ〉

=

∫
d3r (xφ(r))∗ ψ(r)

=

∫
d3r φ∗(r)xψ(r)

= 〈φ|x̂ψ〉
Pour p̂x

〈φ|p̂†xψ〉 = 〈p̂xφ|ψ〉

= i~
∫

d3r
∂φ∗(r)

∂x
ψ(r)

Intégrons par parties

i~
∫

d3r
∂φ∗(r)

∂x
ψ(r) = −i~

∫
d3r φ∗(r)

∂φ(r)

∂x

+ i~φ∗(r)ψ(r)︸ ︷︷ ︸
0

∣∣∣∣
∞

−∞

= 〈φ|p̂xψ〉
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