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Ces considérations avaient amené Schrodinger a établir une correspon-
dance précise entre sa théorie de la mécanique ondulatoire et la théorie de
la <« mécanique matricielle ». Cette derniere avait été développée par Hei-
senberg en 1925 et était l'autre théorie formelle de la physique quantique.
L’< unification » des théories de Schrodinger et de Heisenberg a donné nais-
sance a la mécanique quantique moderne. Heisenberg avait déduit sa théorie
en 1925, en méme temps que Schrodinger. Il avait été inspiré par 1'observa-
tion expérimentale des spectres d’énergie des atomes, en particulier par le
fait que les raies spectrales suivaient toujours le critere

Vmin = T — T

toutes les fréquences mesurées v,,, sont données par la différence entre deux
valeurs prises d’une série de valeurs discretes 7, m =1,2,3, ...

Pour expliquer cela, Heisenberg avait introduit 'idée que les quantités
physiques sont représentées par des matrices hermitiques (une matrice A
est dite hermitique si (A;,,)* = Amn). Les valeurs mesurées pour ces quan-
tités sont données par les valeurs propres des matrices correspondantes. La
propriété de matrice hermitique nous assure que ces valeurs propres sont
réelles et peuvent donc représenter des quantités physiques. Heisenberg avait
en particulier postulé que les matrices correspondant aux quantités = et p
remplissent la régle de commutation

(&) = ihl
avec I matrice identité. Ce postulat est nécessaire pour la raison suivante.
L’Hamiltonien H du systeme est une fonction de p et de x, en général. Par
exemple, pour un oscillateur harmonique, nous avons
2
2.2

H(p,z) = 2p—m+ imw‘z
£ est la fréquence de loscillateur.

0111/127r

N’oublions pas qu’en physique classique H représente 1’énergie du systeme.

En tant que quantité physique qui peut étre mesurée, H doit étre représentée
par une matrice selon la théorie de Heisenberg. Le choix le plus naturel est
que

2
2 p Lo 2.0
H(p,z) = — + —mw“z
(p2)=5—-+3
ou p> = p-pet &2 = % -2, produit au sens des matrices : (A - B)mn =

>, AmjiBin.
Or, pour une particule en général (par exemple dans le vide), les valeurs
mesurées de p et x peuvent étre quelconques. Donc les matrices p et & ont des

35

3.2 Principe d’incertitude de Heisenberg
Définissons les écarts-type de & et p comme
(Ax)? = (2%) - (2)*
(Ap? = ) - B

1l s’agit en effet des écarts-type des valeurs possibles d’une mesure de & et
p. Le principe d’incertitude de Heisenberg dit que, pour un état normé |¢) :

Az - Ap > ; (20)
Preuve :
[&,p] = ik
Définissons
By = &~ (gla|o)]
- - @i
po = p—PI

Nous avons aussi [Zg, po] = ih. De plus, Zg et po sont hermitiques. Considérons
I’état
(Zo +iApo)l¢) AE€R

Sa norme au carré doit étre positive

(9l(Z0 — iAbo)(Z0 + iApo)|4) = 0
Mais
(@1(E0 — iApo) (Zo + iAPo)|B)
(@la519) + A*(@lp3l @) — iM@lbodo|8) + iA{@lzopold)

(9l23]d) + N*(Blpg|d) + i (@|[Eo, Do) |9)
= X{glpgle) — Ah+ (¢lE5]6) = 0

C’est un polynoéme en A. Pour qu’il soit toujours positif il faut que son
discriminant soit négatif.
1 — 4(glagle) (elpgle) < 0
O n?
S @ >

mais
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en analogie avec la dérivée d’une fonction de variable réelle.
Si nous prenons en particulier F\(Z,p) = H Hamiltonien du systéme, nous
avons :

ST DR O
op

nHED) g
o0z

A ce point il faut se souvenir des équations de Hamilton en mécanique
classique, qui expriment la variation temporelle des variables conjuguées x et
p pour un systeme Hamiltonien caractérisé par une fonction Hamiltonienne
H(z,p) :

. OH . OH
= op P="%

Si nous voulons que ces relations soient valables pour les valeurs propres
des matrices dans la théorie de Heisenberg alors il faut que

S8

—ihi = H-2-—
—ihp = H-p—p-
Il s’ensuit que pour une matrice arbitraire a (z,p) fonction de & et p
_a2P@D) g pop
ot
C’est 'équation de Heisenberg, qui donne I’évolution temporelle des ma-
trices qui représentent des quantités physiques, en fonction de I’'Hamiltonien
du systeme.

$>
@ m>

3.1 Lien avec la théorie de Schrodinger

Le lien de la théorie de Schrodinger avec la mécanique matricielle de
Heisenberg s’établit en considérant ’espace vectoriel de Hilbert formé par les
fonctions d’onde :

we{vwr [ ervep <o)

On peut considérer une base orthonormée, complete {Uy,(r)} m =,1,2...
[ #rvaune = b,

S ) = o)
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avec le produit scalaire défini comme
wlo) = [ drv o)

A un opérateur Hermitique A nous pouvons associer une matrice selon

A’"L’ll = <U77L | AUn>
/ @ U (1) AU ()

De cette maniére, on peut facilement montrer que les propriétés suivantes
sont remplies

(A4 By = Awn+ Bom
(AB)mn = ZAijjn
J

Il nous reste & montrer que r et p sont opérateurs hermitiques. Montrons-
le pour une composante. Pour &

(@lafy) = (@gly)
d’r (2¢(r))" (r)

Il
—_—

Pour p,

BpLe) = (peole)

_ [ s 097(r)
= zh/dr pe P(r)

Intégrons par parties
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