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ou on a posé A = % Lorsque ¢ — oo, 'équation différentielle est approxi-
mativement donnée par

(24)
plg) oxe

A ce stade, Schrodinger émet 'hypothese que la solution doit étre bornée
et que seul le comportement asymptotique e 27 est acceptable. Cherchons
donc la solution sous la forme

olq)=H(q)e "

d(ﬂ_dH 71(12 7;(12
dg  dq© 2T+ H(q)(—q)e 2 (25)
dzip dzH 1.2 dH 1.2 1.2 9 _1.2
dr gt trg Coert S Hge T+ H (g e
L’équation différentielle en H s’écrit donc :
d*H dH
—2g—+(A=-1)H=0 26
g+ (-1 (26)
Cherchons la solution sous la forme d’un développement en série :
+o0 ]
H(q) =) a;¢ (27)
=0
11 vient :
dH +00 o +o00 4 )
o Z@j]q] t= Z%‘H G+1)¢
£t j=0
dgH +o0 ] +o0 )
7 = 2 U0 =3 4 (+2) G+ )¢
j=1 j=0
dH & R
S SRSy )
C §=0
+oo )
= ) a2 +2) (G +1) =205+ (A —1)al¢ =0
=0
2+ (1=
N (=)
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Solutions paires : n pair, a; = 0 si j impair et ap42 = appq = ... =0
Solutions impaires : n impair, a; = 0 si j pair et @p42 = appa = ... =0
Les solutions H (¢) sont donc des polynomes.

4.1.2 Récapitulation

Les énergies propres sont fixées par la condition A =2n+1, n=0,1,...

= E:(nﬂ—%)fw (33)

. . . 12
Les fonctions propres associées sont des fonctions du type H (¢) e~ 29 avec

H,(q) = ap+ azq®> + -+ a,g"  sin pair
i a1q + asq® + -+ a,¢" sin impair

' (34)
avee 4y — a;—2U =1
G+1G+2)
Les polynémes H, (q) sont appelés polyndmes de Hermite.
Le fondamental du probleme original a donc pour fonction d’onde
o (z) e e (35)

Cette fonction est non dégénérée, de méme que les états excités : pour n
donné, on peut construire un et un seul polynome de Hermite.

4.2 Opérateurs de création et d’annihilation

Les polynomes de Hermite représentent donc les solutions propres du
probléme de Doscillateur harmonique en mécanique quantique. D’un point
de vue strictement mathématique, il est utile de rappeler la relation de re-
currence qui relie les polynomes de Hermite de degré différent

HTL+1(Q) = 2an(Q) - QTLHTLfl(Q) ,

dH,(q) _
- 2nH,1(q) . (36)

Le polynome de degré n+1 s’obtient donc a partir du polynéme de degré n en
lui appliquant 'opérateur 2qfdi. Cet opérateur est une somme de I'opérateur
de multiplication par la position et de 'opérateur différentiel, qui sont & leur
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Elles ne sont pas dégénérées. L’état fondamental |pg) satisfait :
algo) =0 (52)
Le vecteur propre de valeur propre F, est donné par

(@n)"”

n!

ln) = [0) (53)

Les vecteurs propres sont reliés entre eux par :
'lon) =Vt 1lpnsr) et alen) = Valpa-) (54)

Remarque : C’est la solution compléte du probleéme?. La valeur moyenne
de n’importe quelle observable dans n’importe quel état s’obtient en expri-
mant 'observable & I'aide des @, af et en utilisant la régle de commutation
[a,a] =1
a,a .

Exemple : Essayons de calculer la valeur moyenne de 2 dans le fondamental
({ol#*|¢0)) :
h

L2 b A
=5 (a' +a)

2

(@' +a)" = (a')" +a® +ala+aa’ = ()" +a® +2ata + 1
A1\ 2 ~
(ol (a')" o) = {pola'ler) = V2{polp2) = 0
{1pold®|po) = (pola‘alpo) =0 (55)
~ A\ 2
= {pol (@' +a)" |wo) = (wolpo) =1

9 h
= <i?l>=—
2mw
On voit donc que < %2 ># 0 dans 1’état de plus basse énergie. Ce
résultat est en contradiction manifeste avec le cas classique, ou z = 0 (et
donc z? = 0) dans le fondamental. Dans 1'état de plus basse énergie, on
dit qu'il y a des fluctuations quantiques appelées dans ce cas fluctuations de
point zéro.

4. A part la non-dégénérescence des états propres
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Par ailleurs, ’hamiltonien s’écrit :

(41)

Etudions désormais le spectre de I'opérateur N = afa.
1. Les valeurs propres de afa sont positives ou nulles.
Supposons en effet que a'ale) = A|g), avec (p|p) =1. On a:

= (pla'ale) = llale)* >0 (42)

2. Si |y) est vecteur propre de afa de valeur propre A, alors alpy) est
vecteur propre de a'a de valeur propre A — 1.
Démonstration :

a'aloy) = Apa) par hypothese.
(@'a)alps) = (aa’ — 1) alpa)
= adfilies) - alea) (43)
= aM|px) — alea)
= (A =1)algy).

Conséquences : Partant d’un vecteur propre |py) de afa de valeur propre
A > 0, on engendre des vecteurs propres de valeurs propres A — 1, A — 2, ...
par applications successives de G. Deux cas de figure sont a distinguer.
Pour v suffisamment grand, A — v < 0. On engendre un vecteur
propre de valeur propre négative par application de ¢”. Mais on a démontré
que les valeurs propres de N sont positives. Cette possibilité doit étre écartée.
Considérons un vecteur propre |p,) de valeur propre n € N.
L’application successive de a engendre des vecteurs de valeurs propres n — 1,
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n —2, ... jusqu’a Popérateur a" pour lequel

a'a (a"|en)) = (n —n)lpa) =0

Mais (¢INlp) = 0= [lalg)ll* =0 ”

= "Mp) =0 = a@lp,) =0 sip>n+1

On n’engendre pas de vecteur propre de valeur propre négative si n est entier.

Conclusion : Les valeurs propres possibles de N sont les entiers positifs
et donc les valeurs propres possibles de H sont hw (n + %) Nous retrou-
vons donc le méme spectre que celui obtenu de la solution de I’équation de
Schrodinger. L'opérateur afa est appelé Iopérateur nombre, et il est souvent
noté N.

Essayons de construire explicitement les vecteurs propres, et étudions si
ce spectre est dégénéré.

Partant d’un état |p,) de valeur propre n, on arrive & un vecteur propre
a"|n) satisfaisant a (@"|¢,)) = 0. Sans hypothese supplémentaire sur & et p,
il est impossible de décider s'il y a un seul état satisfaisant alp) = 0. Nous
verrons que dans le cadre de 'approche de Schrodinger, le fondamental est
non dégénéré. Supposons donc qu’il n’y ait qu'un seul vecteur satisfaisant
alp) = 0, et notons-le |pp).

Etape suivante : Les autres états sont-ils dégénérés? Démontrons que non
par récurrence.

Hypothese : La valeur propre n est non dégénérée. Soient |¢,41) €t |[¢ni1)
deux vecteurs propres de valeurs propres n + 1. Comme a|@, 1) et @|t,i1)
sont vecteurs propres de N de valeur propre n, et que par hypothese n est
non dégénéré, il existe \ tel que :

a’|‘10n+1> )‘a‘wn#—l) A
'a|pni1) = Aa'a|Yns1) =
(41 [ent1) = A(n+1) [Yn1) & (45)

|Lr9n+1> )\|'[/}n+l>
= n+ 1 est non dégénérée.

Derniere étape : Comment construire les vecteurs propres de valeur propre n
quelconque ?
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