
5Formulationgénéraledelamécaniquequan-

tique

Leprogrèsquiaeulieuentre1900et1926danslacompréhensiondes
phénomènesquantiques,notammentaveclesthéoriesdeSchrödingeretde
Heisenberg,aconduitàuneformulationgénéraledelathéorie.Cetteformu-
lationréunit,dansunestructureconceptuellementcohérente,uneméthode
mathématique,uneinterprétationphysiquecomplèteetunevuephiloso-
phique.Pourcela,lathéoriereposesuruncertainnombredepostulats.
Commenousleverrons,cespostulatscontiennentlagénéralisationformelle
desidéesetdesméthodesquenousavonsétudiéesjusqu’icid’unpointde
vueempiriqueethistorique.

5.1Lespostulatsdelamécaniquequantique

5.1.1PostulatI:étatd’unsystème

L’étatd’unsystèmephysiqueestreprésentéparunvecteurdansunes-
pacevectoriellinéairededimensioninfinie(espacedeHilbert).

Commentaires

1.Acauseduprinciped’incertitudedeHeisenberg,quidécouleduprin-
cipedecomplémentarité,ilestimpossiblededéfinir,commedansla
mécaniqueclassique,l’étatd’unsystèmeparsatrajectoiredansl’es-
pacedesphases(enspécifiantdonclescoordonnéesetlesimpulsions
àchaqueinstantdutemps).

2.Puisquel’espacedesétatsestunespacevectoriellinéaire,cepostulat
impliquetrèsnaturellementleprincipedesuperposition:unecom-
binaisonlinéairededeuxétatspossiblesdusystèmeestaussiunétat
possibledusystème.Deplus,parhypothèse,seulementla�direc-
tion�duvecteurcomptepourladéfinitiondel’étatphysique.Si
nousmultiplionsunvecteurparunnombrecomplexearbitrairenon
nul,celanenousconduitpasàunétatphysiquedifférent.Poursim-
plifierladéfinitiondesprobabilitésd’unemesure(voirpostulatsurla
mesureci-dessous),nousallonstoujourssupposerquelesétatssont
normésà1:〈ψ|ψ〉=1.Levecteurd’étatestainsidéfiniàmoinsd’un
facteurcomplexedemoduleunitaire.

3.L’espacedeHilbertdesétatsestunespace�abstrait�.Ilnereprésente
pasl’espacedesphasesd’uneoudetouteslesparticulesd’unsystème.
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Résumédesreprésentationsdex̂etp̂

Représentationdex̂Représentationdep̂

x̂|φx〉=x|φx〉p̂|φp〉=p|φp〉

〈φx|φx′〉=δ(x−x′)〈φp|φp′〉=δ(
p−p′
~

)

〈φx|φ〉≡φ(x)〈φp|φ〉≡φ̃(p)
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dx|φx〉〈φx|=Î
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4. Un changement d’état physique d’un système correspond à un chan-
gement du vecteur d’état dans l’espace de Hilbert. Il s’ensuit que
l’évolution temporelle d’un système est régie par des équations du
mouvement qui décrivent le changement dans le temps du vecteur
d’état.

5.1.2 Postulat II : quantités observables

Chaque quantité physique � observable � (qui peut être obtenue comme
résultat d’un processus de mesure), est représentée par un opérateur linéaire
hermitique (c.-à.-d. auto-adjoint) agissant dans l’espace de Hilbert des états.

Commentaires

1. La linéarité des opérateurs observables est nécessaire pour assurer le
principe de superposition.

2. Les opérateurs observables doivent être hermitiques pour avoir des
valeurs propres réelles. Ce fait sert à assurer que le résultat d’une ob-
servation physique (la mesure d’une quantité) soit toujours un nombre
réel. Pour mieux comprendre ce commentaire il faut introduire le
troisième postulat qui définit le processus de mesure.

5.1.3 Postulat III : probabilité et processus de mesure

Lorsqu’on effectue une mesure d’une quantité physique représentée par un
opérateur hermitique Â, sur un système physique représenté par un vecteur
|ψ〉, les seules valeurs possibles fournies par la mesure sont toutes les valeurs
propres de Â. La théorie ne permet pas, en général, de prévoir avec certitude
la valeur qui sera fournie par la mesure. Elle établit seulement l’espérance
(valeur moyenne, ou � expectation value � en anglais) du résultat de la
mesure. Cette espérance est donnée par

〈A〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 . (56)

Si |ψ〉 est un vecteur propre de Â, par exemple |ψ〉 = |an〉 avec valeur propre
an de Â, alors la mesure de l’observable |A〉 donnera avec certitude la
valeur an. Ceci est consistent avec l’espérance définie par l’équation (56) :
〈A〉 = 〈an|Â|an〉 = an〈an|an〉 = an.

Si par contre |ψ〉 n’est pas état propre de A, alors la mesure peut donner
des résultats différents, choisis parmi les valeurs propres de Â. La moyenne du
résultat de la mesure (au sens statistique : imaginons qu’elle soit répétée plu-
sieurs fois sur des répliques identiques du système), appelée � espérance � de
Â, et est donnée par
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Comment agit x̂ sur φ̃(p) ? Calculons-le en représentation des impulsions :

〈φp|x̂|φ〉 = 〈φp|x̂
∫ ∞

−∞
dx′ |φx′〉〈φx′|φ〉

=

∫ ∞

−∞
dx′ x′〈φp|φx′〉〈φx′ |φ〉

=

∫ ∞

−∞
dx′ x′

1√
2π~

e−i
px′
~ φ(x′)

=

∫ ∞

−∞
dx′ i~

∂

∂p

(
1√
2π~

e−i
px′
~

)
φ(x′)

= i~
∂

∂p

∫ ∞

−∞
dx′

1√
2π~

e−i
px′
~ φ(x′)

= i~
∂

∂p
〈φp|φ〉

= i~
∂

∂p
φ̃(p) = x̂φ̃(p)

Pour éliminer la constante ~ des calculs, on définit souvent

k =
p

~

où k = 2π
λ

est le “vecteur d’onde” lié à la longueur d’onde de de Broglie λ.
Ainsi, les expressions ci-dessus sont toutes valables, en posant ~→ 1.

Par exemple :

〈φx|φk〉 =
1√
2π
eikx

où k̂|φk〉 = k|φk〉 etc...
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〈Â〉=〈ψ|Âψ〉
≡〈ψ|Â|ψ〉(notation)

Commentaires

1.Cepostulatétablitlecontenuphysiqueprincipaldelathéorie,puisque
ilrelieleformalismemathématiqueauxrésultatsduprocessusdeme-
sure.

2.Cepostulatestleplusproblématiqued’unpointdevueconceptuel,
puisqueilremetapparemmentenquestionl’idéedudéterminisme,
c’est-à-direlapossibilitédeprévoirlecomportementd’unsystème.
Plusieursphysiciens,parmilesquelsEinstein(�Gottwürfeltnicht�)
onteudesdifficultésàl’accepter.

3.Si|ψ〉estunétatarbitrairedusystème,nouspouvonsl’écriresous
formed’uneexpansionsurlabasecomplètedesvecteurspropresde
Â,{|an〉}

|ψ〉=
∑

n

|an〉〈an|ψ〉.(57)

Danscecasgénéral,l’espérancedelamesuredeÂestdonnée(en
appliquantlesrèglesduproduitscalaire)par

〈ψ|Â|ψ〉=
∑

n

∑

m

〈ψ|an〉〈an|Â|am〉〈am|ψ〉

=
∑

n

∑

m

〈ψ|an〉am〈an|am〉〈am|ψ〉

=
∑

n

∑

m

〈ψ|an〉am〈am|ψ〉δnm

=
∑

m

am|〈am|ψ〉|
2

(58)

Cerésultatdoitêtreinterprétécommeunevaleurmoyenneausenssta-
tistique.Lerésultatdelamesureestunedesvaleurspropresam,avec
probabilité|〈am|ψ〉|

2
.End’autresmots,supposonsd’avoirNrépliques

identiquesd’unsystèmedansunétat|ψ〉etd’effectuerlamêmemesure
deÂsurchacundescessystèmes.L’interprétationcorrecteduconcept
deprobabilitéestquechaquemesuredonnerauneparmilesvaleurs
propresan.PourNsuffisammentgrand,nouspourrionsenprincipe
calculerladistributionstatistiquedesrésultatsdesNmesures.Cette
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Ilfautdoncque,pour|φ〉quelconque,

∫∞

−∞
dp|φp〉〈φp|φ〉=|φ〉

Enreprésentationdespositions

∫∞

−∞
dp〈φx|φp〉〈φp|φ〉=〈φx|φ〉

∫∞

−∞
dp
e
i
p
~x

N
φ̃(p)=φ(x)(78)

Oùnousavonsindiquélareprésentationdesimpulsionsdes|φ〉avecφ̃(p).
D’après(78)onvoitqueφ(x)etφ̃(p)sontliésparlatransforméedeFourier.
Enreprésentationdesimpulsions,parcontre,

φ̃(p)≡〈φp|φ〉=
complétude

∫∞

−∞
dp′〈φp|φp′〉〈φp′|φ〉

=

∫∞

−∞
dp′2π

|N|2δ
(p−p′

~

)
φ̃(p′)

=

∫∞

−∞
dp′2π~
|N|2δ(p′−p)φ̃(p′)

=
2π~
|N|2φ̃(p)

Ilfautdoncque|N|
2

=2π~etN=
√

2π~(avecunephasecomplexearbi-
trairequenousavonschoisie=0).

Onadonc

〈φx|φp〉=
1
√

2π~
e
i
px
~
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distribution serait exactement donnée par |〈am|ψ〉|2. Dans ce sens,
la théorie de la mécanique quantique est parfaitement déterministe,
puisque elle définit tous les résultats possibles d’une mesure et en
donne avec précision les différentes probabilités. A titre d’exemple,
considérons l’opérateur de la position x̂. Nous pouvons définir formel-
lement ses états propres |x〉, tels que x̂|x〉 = x|x〉. 5 Il s’ensuit que
la probabilité de mesurer la valeur x de la position du système est
donnée par |〈x|ψ〉|2. Mais cette probabilité est donnée, dans le cadre
de la théorie de Schrödinger, par le module au carré |ψ(x)|2 de la fonc-
tion d’onde ψ(x). La formulation générale de la mécanique quantique
permet donc d’identifier la fonction d’onde d’un état |ψ〉, évaluée à la
position x, comme étant la projection de l’état |ψ〉 sur l’état propre
|x〉 de la position :

ψ(x) = 〈x|ψ〉 . (59)

4. Il est très important de remarquer que la nature de cette distribution
de probabilité définie par les |〈am|ψ〉|2 est fondamentalement différente
de la notion de probabilité en physique statistique classique. En phy-
sique statistique, la notion de probabilité est introduite pour pouvoir
décrire un système composé d’un très grand nombre de particules. Elle
constitue une simplification par rapport à la connaissance exacte des
trajectoire dans l’espace des phases de toutes les particules, qui reste
en principe possible. En mécanique quantique, même pour une seule
particule, la connaissance précise de toutes les quantités physiques
est impossible, et le concept de probabilité est une caractéristique
intrinsèque de la nature. C’est dans cette remarque que nous retrou-
vons la différence profonde entre la physique classique et la physique
quantique.

5. Nous pourrions nous poser la question, si le concept de probabilité est
vraiment nécessaire. Il est évident que le concept de probabilité est in-
dispensable pour expliquer le principe d’incertitude de Heisenberg et,
plus en général, le principe de complémentarité de Bohr. Le concept de
probabilité permet donc au moins d’établir un théorie conséquente, qui
contient les idées de complémentarité et qui permet une interprétation
des expériences de pensée telles que l’expérience de Young.

Une question beaucoup plus profonde est celle concernant les variables

5. Puisque les valeurs possibles de la variable x sont tous les nombres réels, l’ensemble
des états propres de x̂ est non dénombrable, ce qui implique une difficulté mathématique
dans la définition des propriétés d’orthonormalité et de complétude. Le problème est résolu
à l’aide de la théorie des distributions, notamment avec l’introduction de la distribution δ
de Dirac.
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Représentation des impulsions
L’opérateur quantité de mouvement p̂ forme aussi un ECOC à lui seul.

On peut donc trouver une base d’états propres de p̂, {|φp〉} telle que

p̂|φp〉 = p|φp〉

Dans la représentation des positions, pour une fonction d’onde quelconque,
nous avons

p̂φ(x) = −i~ ∂
∂x
φ(x)

Or, pour |φp〉 nous avons
φp(x) = 〈φx|φp〉

et

p̂φp(x) = −i~ ∂
∂x
φp(x) (définition de p̂)

p̂φp(x) = pφp(x) (définition d’état propre)

ce qui implique
∂

∂x
φp(x) = i

p

~
φp(x)

La solution de cette équation est

φp(x) =
1

N
ei
px
~

où nous avons introduit une constante de normalisation N . Calculons la
normalistion

〈φp0|φp1〉 =

∫ ∞

−∞
dx φ∗p0(x)φp1(x) en représentation des positions

=
1

|N |2
∫ ∞

−∞
dx ei

p1−p0
~ x

=
2π

|N |2 δ
(
p1 − p0

~

)
(voir série 2)

Ces états propres sont caractérisés par la relation d’orthogonalité donnée par
la fonction “delta” de Dirac, comme pour les états |φx〉.

Vérifions la relation de complétude

∫ ∞

−∞
dp |φp〉〈φp| = Î
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cachées:lefaitquelamêmemesure,effectuéesurdesrépliquesiden-
tiquesd’unsystèmedansunétat|ψ〉,donnedesrésultatsdifférents,
découle-t-ild’unecaractéristiqueintrinsèquedelanature?Oubien
exprime-t-ilseulementunelimitationduprocessusdemesure?Dans
cettedeuxièmehypothèse,l’incertitudedurésultatseraitdueàcer-
tainesvariablesphysiquesdontnousneconnaissonspasl’existence
(variablescachées).Cesvariablespourraientavoirdesvaleursdifférentes
pourlesdifférentesrépliquesdusystème,cequientrâıneraitlesdifférents
résultatsdesmesures.Laprobabiliténeseraitdoncpasunepropriété
intrinsèquedusystème,maisplutôtuneconséquencedelaconnais-
sanceincomplètequenousavonsdusystème.

Paranalogie,nouspouvonspenseràlathéoriestatistiqueclassique
d’ungazcomposéd’ungrandnombredemolécules.Danscecas,les
variablescachéesseraientlestrajectoiresdansl’espacedesphasesde
chaquemolécule.Leurconnaissanceseraitenprincipepossible,etles
équationsdumouvementdetouteslesmolécules(avecleursinterac-
tionsmutuelles)constitueraientunedescriptiontotalementdéterministe.
Toutefois,étantdonnélacomplexitéd’untelensembled’équations,
nousacceptonsplutôtunedescriptionstatistiquedusystème,quiest
beaucoupplussimplifiéeetnousdonneaccèsàdesvaleursmoyennes
desquantitésphysiquesd’intérêt.

Leproblèmedesvariablescachéesaétéétudiéparplusieursscienti-
fiques.Laquestiondesvariablescachéesétaittoutdemêmeconsidérée
commeunequestionpurementphilosophique,jusqu’en1964.Encette
année,JohnS.Belladémontrésonfameuxthéorème.Lethéorème
affirmeque�Ilestimpossibledeconcevoirunethéoriefaisantin-
tervenirdesvariablescachées,quireproduisedemanièrecomplètele
prévisionsdelamécaniquequantique�.Ensembleavecsonthéorème,
Belldonneuneméthodeopérationnelle–baséesuruneinégalitéentre
certainsrésultatsdelamesure–pourétablirsiunsystèmephysique
peutêtredécritparunethéoriefaisantintervenirdesvariablescachées.
Aprésent,cetteméthodeaétéappliquéeàdescentainesd’expériences
physiques,etatoujoursconfirmélavaliditédelamécaniquequan-
tique.NouspouvonsdoncaffirmerquelethéorèmedeBellaété,après
leprincipedecomplémentaritédeBohr,ladeuxièmepetiterévolution
conceptuelleapportéeparlamécaniquequantique.

5.1.4PostulatIV:relationsdecommutationcanoniques

Lesopérateurshermitiquesdelacoordonnéex̂etdelaquantitédemouve-
mentp̂(quantitésconjuguéesausensdelamécaniqueanalytique)obéissent
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Ecrivonsceproduitscalaireenreprésentationdespositions

φ(x)=〈φx|φ〉

=

∫∞

−∞
dx′φ∗

x(x′)φ(x′)pourφ(x)quelconque

Nousconnaisssonsdéjàunobjetmathématiquequiacettepropriété.C’est
lafonction“delta”deDirac

φx(x′)=δ(x−x′)
Danscetteexpressiononreconnaitlareprésentationdespositionsde|φx〉,
c’est-à-dire,

φx(x′)=〈φx′|φx〉=δ(x−x′)
Nousavonsdonctrouvélarelationd’orthonormalitégénéralisée,pourles
états|φx〉.Ilfautaccepterquecesétatsnesontpasnormésà1.Onpeut
vérifierfacilementque,grâceauxpropriétésdela“delta”deDirac,lanotion
deprobabilitéesttoujoursvalable.

Unerelationdecomplétudepourlabase{|φx〉}estaussivalable:
∫∞

−∞
dx|φx〉〈φx|=Î

Vérifions-la:

|φ〉=

∫
dx′|φx′〉〈x′|φ〉

=

∫
dx′|φx′〉φ(x′)

Enreprésentationdespositions

φ(x)≡〈φx|φ〉=〈φx|
∫
dx′|φx′〉φ(x′)

=

∫
dx′〈φx|φx′〉φ(x′)

=

∫
dx′δ(x−x′)φ(x′)

=φ(x)

Pourconclure,ilfauttoujourssesouvenirduparallèleentrelecasd’une
observableavecvaleurspropresdiscretesetceluiavecvaleurspropresconti-
nues:

SpectrediscretSpectrecontinu
Normal〈am|an〉=δmn〈φx|φx′〉=δ(x−x′)

Complétude∑
n|an〉〈an|=Î

∫∞
−∞dx|φx〉〈φx|=Î
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à la règle de commutation

[x̂, p̂] = x̂p̂− p̂x̂ = i~Î . (60)

Commentaires

1. C’est le postulat qui introduit la constante de Planck ~.

2. Ensemble avec le postulat III sur la probabilité, donne lieu au prin-
cipe d’incertitude de Heisenberg et donc au plus général principe de
complémentarité de Bohr, comme nous l’avons vu. C’est ces deux pos-
tulats qui sont à la base de la différence profonde avec la mécanique
classique.

3. On peut voir les postulats I et II comme les fondements de la structure
mathématique de la mécanique quantique. Les postulats III et IV, par
contre, donnent à cette structure une interprétation physique.

5.1.5 Postulat V : équation de Schrödinger

L’évolution d’un système physique décrit par un état |ϕ(t)〉, au cours du
temps t, est régie par l’équation de Schrödinger dépendante du temps

i~
∂

∂t
|ϕ(t)〉 = Ĥ(x̂, p̂, t)|ϕ(t)〉 , (61)

ou, au sens de l’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde ϕ(x, t) =
〈x|ϕ(t)〉

i~
∂

∂t
ϕ(x, t) = H

(
x,−i~ ∂

∂x
, t

)
ϕ(x, t) . (62)

Commentaires

1. Cette équation de Schrödinger est du premier ordre dans le temps t
mais du deuxième ordre dans la coordonnée x. Elle n’est donc pas
invariante par transformations de Lorentz. La mécanique quantique
dans sa forme présente, n’est pas donc valable dans la limite relativiste.
Des extensions possibles dans ce sens sont l’équation de Klein-Gordon
et l’équation de Dirac.

2. L’équation de Schrödinger détermine la fonction d’onde ϕ(x, t), et
donc la distribution de probabilité |ϕ(x, t)|2, de manière complète au
cours du temps, une fois donnée une condition initiale. Dans ce sens,
la mécanique quantique est une théorie complètement déterministe.
C’est seulement la nature qui ne permet pas de connâıtre le résultat
d’une mesure avec certitude.
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Spectre continu
Nous allons maintenant généraliser les idées d’états propres d’une obser-

vable et de représentation spectrale d’une observable, au cas où le spectre
(l’ensemble) des valeurs propres est continu. Nous utiliserons comme exemple
l’opérateur de position, mais une généralisation à une observable quelconque
est immédiate.

Cherchons un état propre |φx0〉 de x̂, c’est-à-dire tel que

x̂|φx0〉 = x0|φx0〉

Nous savons comment x̂ agit sur les fonctions d’onde, c’est-à-dire dans la
représentation de la position. Pour une fonction d’onde quelconque φ(x) nous
avons

x̂φ(x) = xφ(x)

Considérons maintenant l’état |φx0〉. Sa fonction d’onde est donnée par φx0(x).
Par la définition d’état propre nous avons

x̂φx0(x) = x0φx0(x)

et par la définition d’opérateur de position

x̂φx0(x) = xφx0(x)

d’où
(x− x0)φx0(x) = 0

Donc

φx0(x) =

{
0 x 6= x0

∞ x = x0

(77)

La valeur infinie est nécessaire puisque toute valeur finie donnerait lieu à une
norme nulle pour le vecteur |φx0〉.

La fonction (77) n’est pas une fonction L(2)(R). Il faut donc introduire
une extension de L(2)(R) pour inclure ces nouvelles fonctions d’onde. L’or-
thogonalité entre |φx0〉 et |φx1〉 (x0 6= x1) est déjà assurée : il suffit d’écrire le
produit scalaire dans la représentation des positions :

〈φx0|φx1〉 =

∫ ∞

−∞
dx φ∗x0(x)φx1(x) = 0 d’après (77)

Pourtant, 〈φx0|φx0〉 n’est pas défini. Pour comprendre la nature des |φx0〉,
considérons un état |φ〉 quelconque. Sa fonction d’onde est donnée par

φ(x) = 〈φx|φ〉
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3.Considéronsunsystèmedontl’HamiltonienĤnedépendpasexplicite-
mentdutemps.Sinousfaisonsl’hypothèsequ’unétatsoitcaractérisé
paruneévolutiondetypestationnaireaucoursdutemps,

ϕ(x,t)=ϕn(x)exp

(
−
iEnt

~

)
,(63)

alorsl’équationdeSchrödingerdépendantedutempsimpliquel’équation
deSchrödingerauxvaleurspropres

H

(
x,−i~

∂

∂x

)
ϕn(x)=Enϕn(x).(64)

5.2Leprocessusdemesure

LePostulatIIIrelielastructuremathématiquedelamécaniquequantique
auprocessusdemesure.Ilditque,pourunsystèmedansunétat|ψ〉,la
probabilitédemesurerlavaleurpropreandel’opérateurÂ,quireprésente
unequantitéobservable,est

|〈an|ψ〉|
2

(65)

etquelavaleurmoyennedeceprocessusdemesure,ausensstatistique,est

〈ψ|Â|ψ〉.(66)

Ilesttrèsimportantdesoulignerl’interprétationstatistiquedecepostulat.
Pourbiencomprendrelesdeuxrésultats(65)et(66),nousdevonsimagi-
nerd’avoirpréparéunensemblestatistiquecomposéd’ungrandnombrede
répliquesidentiquesdusystèmedansl’état|ψ〉,etd’effectuerlamesureune
foissurchacundecessystèmes.LePostulatIIIaffirmequel’analysestatis-
tiquedesdifférentsrésultatsobtenus,donneraunedistributiondeprobabilité
(65)etunevaleurmoyenne(66).

Unequestionesttoutefoislégitime.Qu’arrive-t-ilsioneffectueuneme-
suredeÂplusieursfoisàlasuitesurlemêmesystème?Laréponsequenous
allonsdonneràcettequestion,doitêtreconsidéréecommeuneextension
duPostulatIII.Enparticuler,elleestenaccordavecl’immensenombrede
vérificationsexpérimentalesdelamécaniquequantique.Supposonsd’effec-
tuerlamesureunepremièrefoisetd’obtenirlerésultatan.Leprocessusde
mesurevainduireunchangementd’étatdusystème.Lenouvelétat,après
lamesure,estl’étatpropre|an〉correspondantàlavaleurpropreandeÂ.Si

lavaleurpropreanestdégénéréeetsil’onnote|a
(1)
n〉,...,|a

(r)
n〉lesvecteurs

propresassociés,laprobabilitédetrouveranestdonnéepar
r∑

i=1

∣∣
〈a

(i)
n|ψ〉

∣∣2
(67)
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l’ensemble{an,bn,cn,...}.desvaleurspropresdeÂ,B̂,Ĉ...,puisqu’àchaque
|φn〉correspondunensembledevaleurspropres{an,bn,cn,...}différent.

Considéronsmaintenantunétat|φ〉quelconque.Nousavonsdéjàvuque
l’amplitudedeprobabilitédemesurersurcetétatlesvaleurs{an,bn,cn,...}
estdonnéepar|〈φn|φ〉|

2
,puisque|φn〉estl’étatproprecorrespondantàcet

ensembledevaleurspropresdeÂ,B̂,Ĉ,....
Nouspouvonsdoncindiquercetteamplitudepar

〈φn|φ〉≡f(an,bn,cn,...)(76)

oùnousavonsintroduitunefonctionf(a,b,c,...)quiestdéfinieseulement
sisesargumentsa,b,c,...prennentdesvaleursparmilesvaleurspropres
{an,bn,cn,...}.Engénéralf(a,b,c,...)pourraitêtredéfiniesurunensemble
discretdevaleursdesesarguments.

Grâceàl’unicitédelabasegénéréeparunECOC,l’expression(76)nous
ditquefestunefonctioncomplètementdéfinie.Ellepeutdoncêtreutilisée
pourreprésenterl’état|φ〉.Onditque|φ〉estdonnéparf(a,b,c,...)dansla
représentationdesobservablesÂ,B̂,Ĉ....

Prenonsunexemplequenousconnaissondéjà:considéronsl’opérateurde
positionx̂.x̂formeunECOCàluiseul.Eneffet,parexemplep̂necommute
pasavecx̂puisque[x̂,p̂]=i~.Enplus,touteslesquantitésphysiquesd’une
particule(sansspin)peuvents’exprimercommefonctionsdex̂etp̂(par
exemplelemomentcinétiqueorbital).

Donclabasedesétatspropres|x〉telsque

x̂|x〉=x|x〉

estunique.Nouspouvonsdoncreprésenter|φ〉par

f(x)=〈x|φ〉

oùf(x)estunefonctiondéfiniesurtoutlespectredex̂,c’est-à-diretousles
nombresréels.Maisnousavonsdéjàdéfinilafonctiond’ondedeSchrödinger
ainsi.

Leconceptdereprésentationsurunebased’étatspropresd’unECOC
estdonclagénéralisation,àunensembled’oservablescomplet,delanotion
defonctiond’onderelativementàl’observablepositionx̂.Unchangementde
représentationcorresponddoncsimplementàunchangement(unitaire)de
basedel’espacedeHilbertdesétats,pourpasserd’unebased’étatspropres
d’unECOCàunebased’étatspropresd’unautreECOCdistinctdupre-
mier.Nousverronsparlasuiteunexemple,relativementaupassageentre
représentationsdespositionsetdesimpulsions.
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et juste après la mesure, le système est dans l’état 1
N

∑r
i=1〈a

(i)
n |ψ〉|a(i)

n 〉 avec

N =

(∑r
i=1

∣∣∣〈a(i)
n |ψ〉

∣∣∣
2
) 1

2

pour que l’état soit normalisé. Une deuxième me-

sure de Â sur le nouvel état du même système nous donnera donc de nouveau
la même valeur an.

Il faut donc accepter le fait qu’un processus de mesure en mécanique quan-
tique modifie l’état du système sur lequel la mesure est effectuée. Cela est une
conséquence naturelle du fait que l’outil de mesure (par exemple les photons
utilisés pour détecter le passage des électrons dans l’expérience de pensée de
Young) est aussi un système régi par le lois de la mécanique quantique, qui
interagit avec le système qui est mesuré. Ce fait n’est pas en contradiction
avec la version généralisée du principe de complémentarité quantique que
nous avons discuté dans le premier chapitre. Dans le cas de l’expérience de
Young avec des dédoubleur, par exemple, nous avons vu que le principe est
vérifié indépendamment du fait d’effectuer la mesure. La complémentarité
quantique ne doit donc pas être attribuée à l’action de la mesure sur le
sysème. Toutefois, il faut accepter que, si une mesure est effectuée, alors
l’état du système sera modifié par conséquent.

Il est intéressant d’élargir cette discussion au cas où on mesure deux
quantités observables distinctes, représentées par les opérateurs Â et B̂. Deux
cas sont possibles.

Premièrement, le cas où les deux observables commutent : [Â, B̂] = 0.
Dans ce cas, d’après l’algèbre linéaire il est possible de trouver une base
orthonormée {|an, bm〉} de l’espace de Hilbert, qui soit simultanément base de
vecteurs propres de Â et de B̂, avec valeurs propres an et bm respectivement.
Imaginons d’effectuer une mesure de Â sur un état |ψ〉, et d’obtenir la valeur
an. Maintenant le nouvel état du système est l’état propre de Â donné par 6

|ψ′〉 =
∞∑

m=1

〈an, bm|ψ〉|an, bm〉 . (68)

Effectuons maintenant une mesure de B̂ et supposons d’obtenir la valeur bm.
Maintenant le nouvel état du système est aussi un état propre de B̂. Si bm est
aussi non dégénérée, le nouvel état sera |an, bm〉. Il est clair que maintenant
une nouvelle mesure de Â sur le même système dans son nouvel état, nous
donnera toujours la valeur an. De même, des nouvelles mesures de B̂ nous
donnerons toujours la valeur bm.

Le deuxième cas est représenté par deux observables Â et B̂ dont le
commutateur n’est pas zéro, comme par exemple la coordonné spatiale x̂ et la

6. Pour simplifier, nous allons supposer que la valeur propre an est non dégénérée. La
généralisation au cas dégénéré est immédiate.
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naux : 〈φm|φn〉) dégénérés pour les deux opérateurs, c’est-à-dire :

Â|φn〉 = an|φn〉
Â|φm〉 = am|φm〉
B̂|φn〉 = bn|φn〉
B̂|φm〉 = bm|φm〉

et an = am, bn = bm.
Dans la base des états propres |φj〉 de Â et B̂ :

Â =
∑

j

aj|φj〉〈φj|

B̂ =
∑

j

bj|φj〉〈φj|

Restreint au sous-espace de dimension 2 généré par |φm〉 et |φn〉, Â et B̂
sont des opérateurs constants :

Â = anÎ (dans le sous-espace {|φm〉, |φn〉})
B̂ = bnÎ

Dans ce sous-espace nous pouvons construire l’opérateur

Ŵ =

(
0 1
1 0

)
= |φm〉〈φn|+ |φn〉〈φm|

Cet opérateur est hermitique, et commute avec Â et B̂ puisque Â et B̂ sont
constants.

Mais Ŵ ne peut pas s’exprimer comme fonction de Â et B̂ puisque dans
ce sous-espace

f(Â, B̂) = f(an, bn)Î 6= Ŵ

Nous avons atteint une contradiction, puisque par hypothèse Â et B̂ forment
un ECOC.

5.5 Représentations des états

Le concept de ECOC est très important en mécanique quantique. L’uni-
cité de la base {|φn〉} nous permet de représenter un élément de la base par
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quantitédemouvementp̂x.D’aprèsl’algèbrelinéaire,noussavonsqu’iln’est
maintenantpluspossibledetrouverunebased’étatspropressimultanément
deÂetB̂.SupposonsquelamesuredeÂsurunétatinitial|ψ〉donne
lavaleurpropreandeÂ.Lenouvelétatdusystèmeseramaintenant|an〉.
SinouseffectuonsmaintenantunemesuredeB̂,avecrésultatbm,l’étatdu
systèmeaprèslamesureseraunétatpropredeB̂,|bm〉.Cetétatn’estpasen
généralunétatpropredeÂ.Ils’ensuitqu’unenouvellemesuredeÂpeutde
nouveaudonnerunevaleurquelconqueparmislesvaleurspropresajdeÂ,

pasnécessairementlavaleuranmesuréeauparavant.LamesuredeB̂adonc
annulél’effetdelaprécédentemesuredeÂ,quiétaitd’avoirmislesystème
dansunétatpropredeÂ.LadeuxièmemesuredeÂvadoncconduirele
systèmedansunautreétatpropre|aj〉.UnemesuresuccessivedeB̂donnera
engénéralunevaleurproprebjdifférenteduprécedentrésultat,etlenouvel

étatsera|bj〉,etainsidesuite.Lanon-commutativitédesopérateursÂet

B̂estàl’originedecerésultatsingulierduprocessusdemesure,quiestla
manifestationdirecteduprinciped’incertitudedeHeisenberg.Onnepeutpas
connâıtresimultanémentaveccertitudelavaleurdesdeuxobservablesÂet
B̂et,eneffet,sinousessayonsd’effectuerlesdeuxmesuresplusieursfoissur
lemêmesystème,nousobtenonsdesrésultatsvariables,dontladistribution
deprobabilitéestdonnéeparlaloiétablieparlePostulatIII.

Cetteimpossibilitédemesurerlesdeuxquantitéssimultanémentavec
précisionarbitrairesetraduitparlarelationd’incertitudegénéralisée:

∆Â|ψ〉∆B̂|ψ〉≥
1

2

∣∣
∣〈ψ|

[
Â,B̂

]
|ψ〉
∣∣
∣,(69)

oùnousavonsutilisélanotation∆Ô|ψ〉pourindiquerl’écarttypedel’obser-

vableÔcalculésurl’état|ψ〉.Nousrappelonsquecetécarttypeestdéfini
comme

∆Ô|ψ〉=

√
〈ψ|Ô2|ψ〉−〈ψ|Ô|ψ〉2(70)

Démonstration:Onremarqued’abordque,pourchaquepaired’opérateurs

Â,B̂hermitiques,〈ψ|
[
Â,B̂

]
|ψ〉estimaginairepur.Eneffet,

[
Â,B̂

]†
=
(
ÂB̂−B̂Â

)†
=B̂†Â†−Â†B̂†=B̂Â−ÂB̂=−

[
Â,B̂

]

⇒〈ψ|
[
Â,B̂

]†
|ψ〉=〈ψ|

[
Â,B̂

]
|ψ〉∗=−〈ψ|

[
Â,B̂

]
|ψ〉

(71)

59

quidiagonalisesimultanémentÂetB̂.Cefaitestvraipourunnombrequel-
conqued’observablesÂ,B̂,Ĉ,...,pourvuqu’ilscommutenttousentreeux.
Labase{|φn〉}esttelleque

Â|φ〉=a|φ〉
B̂|φ〉=b|φ〉.......

unefonctionarbitrairedeÂ,B̂,Ĉ,...seratelleque

f(Â,B̂,Ĉ,...)|φ〉=f(a,b,c,...)|φ〉

oùf(a,b,c,...)estlafonctioncalculéesurlesnombresréelsa,b,c,...

Définition:Si{Â,B̂,Ĉ,...}sontdesobservablesquicommutentmutuel-
lement,indépendanteslesunesdesautres(c’est-à-direqu’aucunen’estune
fonctiondesautres),ets’iln’existepasd’autresobservablesindépendantes
quicommutentavecÂ,B̂,Ĉ,...alorsonditqueÂ,B̂,Ĉ,...formentunen-
semblecompletd’observablesquicommutent(autrementditobservables
compatibles).Pouruntelensemble,considéronslabase{|φn〉}devecteurs
proprescommunsàtouslesopérateurs.

Si{Â,B̂,Ĉ,...}estcomplet,alorscettebaseestunique.C’est-à-direqu’il
n’yapasdeuxvecteurs|φm〉et|φn〉telsque

Â|φm〉=am|φm〉,B̂|φm〉=bm|φm〉...
Â|φn〉=an|φn〉,B̂|φn〉=bn|φn〉...

et{am,bm,cm...}={an,bn,cn...}
Sicesdeuxvecteursexistaient,alorsunetransformationunitairedansle

sous-espace{|φm〉,|φn〉}donneraitencoreunebasedevecteurspropresde
l’ensembled’opérateurs.

L’ensembledesonservablesÂ,B̂,Ĉ,...estdit“ensemblecompletd’obser-
vablesquicommutent(oucompatibles)”(ECOC).

Nousallonsmaintenantprouverquelabaseestunique.Faisons-lepour
deuxopérateursÂetB̂poursimplicité.Lagénéralisationaucasavecplu-
sieursopérateursestimmédiate.

SupposonsqueàÂetB̂soientdeuxobservablesquiformentunECOC.
Celaveutdirequ’iln’existepasd’autreopérateurŴ,indépendantdeÂetB̂
(quines’exprimepascommeŴ=f(Â,B̂))telque[Ŵ,Â]=0et[Ŵ,B̂]=0.

Supposonsmaintenant|φm〉et|φn〉étatspropresdeÂetdeB̂linéairement
indépendant(sanspertedegénéraliténouspouvonslesconsidérerorthogo-
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On définit les opérateurs hermitiques

Â0 = Â− 〈ψ|Â|ψ〉Î
B̂0 = B̂ − 〈ψ|B̂|ψ〉Î

(72)

qui satisfont

〈ψ|Â2
0|ψ〉 = 〈ψ|Â2|ψ〉 − 2〈ψ|Â|ψ〉〈ψ|Â|ψ〉+ 〈ψ|Â|ψ〉2 = ∆Â2

|ψ〉[
Â0, B̂0

]
=
[
Â, B̂

]

Â†0 = Â0

(73)

et on considère

f(λ) =
∥∥∥
(
Â0 − iλB̂0

)
|ϕ〉
∥∥∥

2

≥ 0 (∀λ)

Mais f(λ) = 〈ψ|
(
Â0 + iλB̂0

)(
Â0 − iλB̂0

)
|ψ〉

soit f(λ) = 〈ψ|Â2
0|ψ〉+ λ2〈ψ|B̂2

0 |ψ〉 − iλ〈ψ|Â0B̂0|ψ〉+ iλ〈ψ|B̂0Â0|ψ〉
= 〈ψ|Â2

0|ψ〉+ λ2〈ψ|B̂2
0 |ψ〉+ λ

(
−i〈ψ|

[
Â0, B̂0

]
|ψ〉
)

︸ ︷︷ ︸
∈R

(74)

Pour que ce polynôme du second degré soit positif ∀λ, il faut qu’il n’ait pas
de racine réelle (parabole au-dessus de l’axe λ), donc que son discriminant
soit négatif :

∆ =
(
−i〈ψ|

[
Â0, B̂0

]
|ψ〉
)2

− 4〈ψ|Â2
0|ψ〉〈ψ|B̂2

0 |ψ〉 ≤ 0

⇒
(
〈ψ|Â2|ψ〉 − 〈ψ|Â|ψ〉2

)(
〈ψ|B̂2|ψ〉 − 〈ψ|B̂|ψ〉2

)
≥ 1

4

∣∣∣〈ψ|
[
Â, B̂

]
|ψ〉
∣∣∣
2

⇒ ∆Â|ψ〉∆B̂|ψ〉 ≥
1

2

∣∣∣〈ψ|
[
Â, B̂

]
|ψ〉
∣∣∣

(75)

Il est donc impossible de mesurer simultanément est avec une précision ar-
bitraire deux observables qui ne commutent pas. En particulier, pour Â = x̂
et B̂ = p̂x, ce résultat cöıncide avec le principe d’incertitude de Heisenberg
pour la position et la quantité de mouvement (20).
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De même, un opérateur Â peut s’écrire comme

Â =
∑

m,n

Amn|φm〉〈φn|

où Amn = 〈φm|Âφn〉 sont les éléments de matrice que nous avons introduit
avant. En effet

〈φi|
(∑

m,n

Amn|φm〉〈φn|
)
|φj〉

=
∑

m,n

Amn〈φi|φm〉〈φn|φj〉

=
∑

m,n

Amnδimδnj = Aij

Cette écriture s’appelle “représentation” de Â sur une base {φn}.
Supposons maintenant Â hermitique. Nous sommes dans un espace H

de dimension infinie. Il n’est donc plus certain que Â soit diagonalisable.
Supposons qu’il le soit, donc qu’il existe une base {|φn〉} orthonormée de
vecteurs propres de Â :

Â|φn〉 = an|φn〉
Les valeurs propres peuvent aussi être dégénérées. Par exemple an =

an+1. Il suffit de choisir la base de manière à ce que 〈φi|φj〉 = δij. Dans le
sous-espace {|φn〉, |φn+1〉}, nous pouvons introduire une rotation arbitraire
(transformation unitaire), tout en laissant la base orthonormée.

Dans cette base, la représentation devient

Â =
∞∑

n=1

an|φn〉〈φn|

puisque Amn = 〈φm|Â|φn〉 = anδnm
Cette expression s’appelle “représentation spectrale” de Â, puisqu’elle

est définie sur la base des vecteurs propres de Â auxquels correspondent les
valeurs propres, c’est-à-dire le spectre des quantités mesurables

5.4 Ensembles complets d’observables qui commutent

Nous avons vu que, pour deux observables Â et B̂ qui commutent, c’est-à-
dire [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â = 0, il est possible de trouver une base orthonormée
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5.3EspacesdeHilbertetopérateurs

Nousavonsvuqu’unétatd’unsystèmeestdécritparunvecteurdansun
espacedeHilbertdedimensioninfinie.Nousallonsmaintenantfaireunrappel
despropriétésd’unespacedeHilbertetdesopérateurslinéairesagissantsur
cetespace.

UnespacedeHilbertestunespacevectorielsurlecorpsdesnombres
complexes,munid’unproduitscalairedéfinipositif.

Propriétésduproduitscalaire:

1.(χ,φ)linéaireparrapportàφ

2.(χ,φ)antilinéaireparrapportàχ

(αχ1+βχ2,φ)=α∗(χ
1,φ)+β∗(χ

2,φ)

3.(χ,φ)=(φ,χ)∗

UnvecteurdansHdedimensionNestreprésentéparsescomposantes
complexessurunebaseorthonormée{φn}:

φ=
N∑

n=1

anφn

Nousindiquonscelaparun“vecteurcolonne”

φ=







a1

.

.

.

.
aN







Leproduitscalaireentreφetχ=∑
nbnφnestdonnépar:

(χ,φ)=
N∑

n=1

b∗
nan

IntroduisonsunopérateurlinéairesurH.

Â:H→H
Â(αφ+βχ)=αÂφ+βÂχ
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C’estleproduitentredeuxmatrices







a1

.

.
an
.
.







(
b∗

1..b∗
n..

)
=







a1b∗
1a1b∗

2....
a2b∗

1.
..
..
..
..







Appliquonscetopérateuràunvecteur

|η〉=







c1

.

.
cn
.
.







|φ〉〈ξ|·|η〉=







a1b∗
1a1b∗

2....
a2b∗

1.
..
..
..
..













c1

.

.
cn
.
.







=







a1

∑
nb∗

nc∗
n

a2

∑
nb∗

nc∗
n

.
am∑

nb∗
nc∗
n

.

.







=
∑

n

b∗
ncn







a1

.

.
am
.
.







=|φ〉 ︸︷︷︸
∈H

×〈ξ|η〉 ︸︷︷︸
∈C

C’estlevecteur|φ〉multipliéparleproduitscalaireentre|ξ〉et|η〉.On
peutvérifierquec’estunopérateurlinéaire.Nouscomprenonsmaintenant
l’efficacitédelanotationdeDiracdes“bra”et“ket”.

Enparticulier,|φ〉〈φ|estleprojecteursurlevecteur|φ〉.
Nouspouvonsmaintenantintroduire,pourunebaseorthonormée{|φn〉},

larelationdefermeture

Î=
∑

n

|φn〉〈φn|opérateuridentitéenH,

dontlapreuveestimmédiate.
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Sur une base {φn}, si η =
∑

n anφn, alors

ξ ≡ Âη =
N∑

n=1

anÂφn

Pour exprimer ξ dans la base {φn} :

ξ =
N∑

n=1

bnφn

les bn s’obtiennent à l’aide d’une projection sur les vecteurs de base :

bm = (φm, ξ)

=
N∑

n=1

(φm, anÂφn)

=
N∑

n=1

(φm, Âφn)an ≡
N∑

n=1

Amnan

L’action de l’opérateur Â cöıncide donc avec l’application de la matrice
Amn = (φm, Âφn) au vecteur colonne




a1

.

.

.

.
aN




Pour chaque opérateur Â, nous pouvons définir un opérateur conjugué
hermitique (adjoint) Â†, de la manière suivante :

∀χ, φ, (χ, Â†φ) ≡ (Aχ, φ)

Par la propriété du produit scalaire, (Âχ, φ) = (φ, Âχ)∗. En particulier,
(φm, Â

†φn) = (φn, Âφm)∗. Donc la matrice de Â† est donnée par la matrice
de Â transposée et conjuguée :

(Â†)mn = (Â)∗mn

Un opérateur “hermitique” ou “auto-adjoint” est un opérateur pour lequel
Â† = Â. Cela implique

(Â)mn = (Â)∗mn et en particulier

(Â)nn ∈ R
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Le “bra” correspondant à |ξ〉 est
(∑

nA
∗
1na
∗
n, . . ,

∑
nA
∗
jna
∗
n, . .

)
= 〈ξ|

=
(∑

n a
∗
n(Â†)n1, . . ,

∑
n a
∗
n(Â†)nj, . .

)

=
(
a∗1, . . a∗n, . .

)




(Â†)11 (Â†)12 . . . .

(Â†)21 .
. .
. .
. .
. .




Cet objet peut être indiqué par

〈η|Â†

où il est entendu que Â† “agit à gauche”.

Exemple : Etats cohérents |z〉
Si â|z〉 = z|z〉 alors le “vecteur ligne” (ou “bra”) correspondant est 〈z|â†

mais, par l’antilinéarité de l’espace dual des “bra”, il faut que le “bra” cor-
respondant à z|z〉 soit z∗〈z|. Il s’ensuit que

〈z|â† = z∗〈z|
La notation des “bra” et “ket” nous permet de définir un nouvel objet,

étant donnés deux vecteurs |φ〉 et |ξ〉 de H :

|φ〉〈ξ|
Cet objet est un opérateur. Pour mieux comprendre, nous pouvons utiliser
de nouveau la notion de vecteur ligne et colonne. Si

|φ〉 =




a1

.

.
an
.
.




et |ξ〉 =




b1

.

.
bn
.
.




alors

|φ〉〈ξ| =




a1

.

.
an
.
.




(
b∗1 . . b∗n . .

)
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ThéorèmeSiÂestunopérateurhermitique,alors

1.Toutessesvaleurspropresansontréelles

2.Siξmetξnsontvecteurspropresassociésauxvaleurspropresam6=an,
alors(ξm,ξn)=0

3.Âestdiagonalisable:ilexisteunebaseorthonormée{ξn}deHoùles
ξnsontvecteurspropresdeÂ.

Noussavonsqu’ilestpossibled’utiliserunformalisme,ditdes“vecteurs
ligne”,pourindiquerlesproduitsscalairesdansunebase{φn}donnée.En
particulier,siφetξsontdesvecteursdeHavec

φ=







a1

.

.

.

.
aN







ξ=







b1

.

.

.

.
bN







Leproduitscalaireestécritaveclesymbole

(ξ,φ)=
N∑

n=1

b∗
nan

=
(
b∗

1,....,b∗
N

)







a1

.

.

.

.
aN







L’objet
(
b∗

1,...,b∗
N

)
doitêtrepensécommeunvecteurd’unespace

différentdeH,quenousappelonsH′.Avecceformalisme,leproduitscalaire
peutêtrecompriscommeunproduitdedeux“matrices”1×NetN×1
respectivement.

L’idéede“vecteurligne”esttrèsintuitive.Parcontre,nousaurionspu
introduirelamêmeidée,àl’aided’unlangageunpeuplusformel.

DéfinissonslafonctionlinéairePξ:H→Cdelamanièresuivante:

Pξ(φ)≡(ξ,φ)

Nouscomprenonsimmédiatementque,pourremplirtouteslespropriétés
duproduitscalaire,Pξestunefonctionlinéaire.Ilestpossibledemontrerque
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L
2
(R)estlagénéralisationpourlesfonctionsàcarrésommablef(x):

R→Cetaussiséparable.Parexemple,nouspouvonschoisirlesφn(x)so-
lutiondel’oscillateurharmonique.L

2
(R)estl’espacedesfonctionsd’onde

selonlathéoriedeSchrödinger.Grâceàlanotiond’espacedeHilbert,l’iso-
morphismeentreL

2
(R)et`

(2)
constituelelienentrelesfonctionsd’ondeet

l’espacedesétatsabstraitintroduitaveclepostulatI.

Notation:Enmécaniquequantique,unvecteurdeHestindiquéavecle
symbole

|φ〉
qu’onappelle“ket”.

UnvecteurdeH′s’indiqueaveclesymbole

〈ξ|

qu’onappelle“bra”.
Decettemanière,leproduitscalaireestindiquéparun“bracket”:

〈ξ|φ〉

Aveccettenotation,lessymbolesdesvecteursdeHetH′cöıncidentavec
lesymboleutilisépourleproduitscalaire.LeproduitscalaireentreξetÂφ
s’indiquepar〈ξ|Aφ〉.SiÂesthermitique,onutiliselanotation〈ξ|Â|φ〉.

Cettenotationestlapluscommuneenmécaniquequantique.Ellen’est
pasambiguëpuisqueÂ=Â†.OnpeutdoncpenserqueÂagit“àdroite”
ou“àgauche”indifféremment.

Considérons|η〉∈H

|η〉=







a1

.

.
an
.
.







(“ket”vecteurcolonne)

Â|η〉=







A11..A1n..
A21.
..

An1.
..
..













a1

.

.
an
.
.







=







∑
nA1nan ∑
nA2nan
.
.
.
.






≡|ξ〉
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l’ensemble des fonctions {Pξ, ξ ∈ H} forme un espace vectoriel qui a exac-
tement les mêmes propriétés que H′, espace des vecteurs ligne. En d’autres
termes, si ξ, φ ∈ H et

ξ =
∑

n

bnφn φ =
∑

n

anφn

alors
Pξ ←→

(
b∗1 , ..., b∗N

)

puisque

Pξ(φ) ≡
∑

n

b∗nan ≡
(
b∗1 , ..., b∗N

)




a1

.

.

.

.
aN




L’espace H′ s’appelle “espace dual”. Sa définition en termes de “fonc-
tions” Pξ est utile à la généralisation en dimenstion infinie. Toutefois, pour
bien comprendre sa signification, il ne faut pas oublier sa correspondance
avec la notion de vecteur ligne.

Pour finir, remarquons que si φ = αξ+βη ∈ H alors Pφ = α∗Pξ +β∗Pη ∈
H′, c’est-à-dire que l’espace dual H′ est antilinéaire. Cette propriété découle
immédiatement des propriétés du produit scalaire.

Nous avons vu qu’en mécanique quantique il est nécessaire d’introduire
un espace vectoriel des états de dimension infinie.

Pour s’en rendre compte, nous pouvons par exemple écrire, à titre d’exer-
cice, les matrices correspondant aux opérateurs de création â† et de destruc-
tion â de l’oscillateur harmonique, limitées au sous-espace généré par la base
d’états propres de l’Hamiltonien {|φj〉, j = 1, 2, ..., N}. Nous voyons facile-
ment que, restreintes à cette base, les matrices N ×N de â et â† sont telles
que

[â, â†] = 0

Mais une conséquence directe du principe d’incertitude de Heisenberg est que

[â, â†] = 1

ce qui est possible seulement en dimension infinie.
Un espace de Hilbert de dimension infinie est dit “séparable” s’il possède

une base dénombrable

ξ ∈ H ξ =
∞∑

n=1

anφn φn ∈ H (φn, φm) = δn,m
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Un théorème important nous dit que tous les espaces séparables sont iso-
morphes. On peut donc se restreindre à la dimension des propriétés d’un seul
espace H.

Considérons l’espace dit `(2). C’est la généralisation naturlle de l’espace
de dimension finie que nous avons vu. En particulier, les vecteurs sont définis
par des suites

φ =




a1

.

.
an
.
.




aj ∈ C

qui correspondent à l’idée de vecteur colonne. La normalisation demande que

‖φ‖2 ≡ (φ, φ) =
∞∑

n=1

|an|2 < +∞

L’espace H = `(2) est donc formée par toutes les suites aj à carré som-
mable. On peut vérifier que cette définition correspond à un espace vectoriel
(en particulier, l’inégalité de Schwarz garantit que |(φ, ξ)|2 6 ‖φ‖2 · ‖ξ‖2 <
∞).

Dans le cadre de cette extension à dimension infinie, il est possible de
définir de la même manière l’espace dual H′, également de dimension infinie
et avec les mêmes propriétés qu’en dimension finie.

D’autres exemples d’espace de Hilbert séparables utilisés souvent en mécanique
quantique sont L2[a, b] et L2(R). L2[a, b] est l’espace des fonctions f(x) :

[a, b] → C telles que (f, g) ≡ |
∫ b
a
dxf ∗(x)g(x)| < +∞ (Par l’inégalité de

Schwarz, cela équivaut à (f, f) = ‖f‖2 < +∞).
Nous savons par l’analyse de Fourier qu’il est possible d’introduire la base

orthonormée

{φn(x) =
1√
b− a

e
2iπnx
b−a n = −∞, ...,−1, 0, 1, ...,+∞}

C’est la série de Fourier pour les fonctions φ(x) à carré sommable

φ(x) =
+∞∑

n=−∞

cn√
b− a

e
2iπnx
b−a

avec

cn =
1√
b− a

∫ b

a

dx φ(x)e−
2iπnx
b−a = (φn, φ)
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