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4. Un changement d’état physique d'un systéme correspond a un chan- Comment agit & sur q~5(p) ? Calculons-le en représentation des impulsions :
gement du vecteur d’état dans 'espace de Hilbert. Il s’ensuit que

I’évolution temporelle d'un systeme est régie par des équations du (ppl2lp) = (PplT / o0 7’ |6} (Do |0)
mouvement qui décrivent le changement dans le temps du vecteur —o0
d’état. =
= / da’ :E/<(/5p‘¢z’> <¢T’ ‘¢>
J =00
5.1.2 Postulat II : quantités observables <o, e,
= dr' x e g(x)
Chaque quantité physique < observable > (qui peut étre obtenue comme P 2rh
résultat d’un processus de mesure), est représentée par un opérateur linéaire _ / da'i hﬁ ( L eﬂ%) o(a')
hermitique (c.-a.-d. auto-adjoint) agissant dans 'espace de Hilbert des états. —o0 dp 2mh
°© 1 P
= ih— da’ e pa’
Commentaires dp [oc V2rh o)

1. La linéarité des opérateurs observables est nécessaire pour assurer le — ih 2 (b]6)
principe de superposition. op\*
2. Les opérateurs observables doivent étre hermitiques pour avoir des — ik 0 - 7
) : . . , = iho=¢(p) = 2¢(p)
valeurs propres réelles. Ce fait sert a assurer que le résultat d'une ob- dp
servation physique (la mesure d’une quantité) soit toujours un nombre

. . . . . Pour éliminer la constante & des calculs, on définit souvent
réel. Pour mieux comprendre ce commentaire il faut introduire le

troisieme postulat qui définit le processus de mesure. A
T h
5.1.3  Postulat III : probabilité et processus de mesure ol k = Z= est le “vecteur d’onde” li¢ a la longueur d’onde de de Broglie \.
Lorsqu’on effectue une mesure d’'une quantité physique représentée par un Ainsi, les expressions ci-dessus sont toutes valables, en posant h — 1.
opérateur hermitique A, sur un systéme physique représenté par un vecteur Par exemple :
[4), les seules valeurs possibles fournies par la mesure sont toutes les valeurs (baldr) = 1 oike
propres de A. La théorie ne permet pas, en général, de prévoir avec certitude Vor

la valeur qui sera fournie par la mesure. Elle établit seulement I'espérance
(valeur moyenne, ou < expectation value » en anglais) du résultat de la
mesure. Cette espérance est donnée par

(A) = (W] Ajp). (56)

Si |¢) est un vecteur propre de A, par exemple [) = |a,) avec valeur propre
a, de A, alors la mesure de I'observable |4) donnera avec certitude la
valeur a,. Ceci est consistent avec I'espérance définie par I'équation (56) :
(A) = {an|Alan) = aplan|as) = a,.

Si par contre |1) n’est pas état propre de A, alors la mesure peut donner
des résultats différents, choisis parmi les valeurs propres de A La moyenne du
résultat de la mesure (au sens statistique : imaginons qu’elle soit répétée plu-
sieurs fois sur des répliques identiques du systéme), appelée < espérance > de
1217 et est donnée par

olt k|dr) = k|én) ete...



€g

919)) "SOINSAUI A7 SOP $)RINSOI Sop ANDIISIJRIS UOTINLISIP B[ IO[NO[RD
adpurid ue suorumod snou ‘pueid juetmresyyns A/ mod ““v saxdoid
sImareA sof Tuired aun eIouUOp ansewr anberp anb 3se gyrpiqeqoId op
1doou0d np 93991105 UOTYRIIIAIIUL, T "SOUWYISAS S99 SOP UNDRYD INS |/ dP
OINSOUL OUIQUI B] 1013000, P 10 (] 1830 N suep owysAs un,p sonbryuopr
soubidox A7 atoae, p suosoddns ‘syouwt serjne,p ug [ (| *“n)| o3rpiqeqod
DoAe ‘*“p sordord sImoTeA SOp OUN 1S9 OINSOUL [ 9P 18I NSYI o "onbristy
-B)S SUIS 1B OUUIAOUL INIRA dUN SUITOD 9I9IAINIUT 9119 JIOP 1R NSIT 9))

(86) ZI(fﬁI“‘D)I“‘”i -
m“?(fﬂl“‘ﬂ>“‘”(“”\¢>ii -
W“‘T’)(“LDI"D>“‘D<“”W>:WK:uz -
W\“‘@(“’”Wl“@(“”w:%:uz

red (oarereos ympoxd np so[3a1 sof juenbrdde
Q) 99UTOP 989 |/ OP AINSAW ®[ 9p d0oueIIAsd ] ‘[RIIUPS svd 90 sue

(Ply |

(29) o) (0] TS = (e
(v} v
op soxdoxd smojoeA sop 919[dwod 9seq R INS UOISURAXS dUN,P SULIOJ
SNOS oIl | suoANOd SNOU ‘DUIRISAS NP dIRIJI(IR 1819 Un 189 (P| 1§ ¢
*109de00e [ @ S9MOLPIP Sop Nd U0
(= yyoru JpepmM 1305 »>) um)sury spnbso] mrred ‘susrorsAyd smorsnyg
‘ou)sAs un p juowelroduwoo of 11oagid op 9qiqissod e[ oIIp-8-159,0
‘OUISTUTULINOP NP 99PL,[ uonsonb uo juowrworedde jowor [1 onbsmd
‘Tenjdeouon ana op jutod un,p enbryewgiqoid snyd o] 350 jemisod 9 g

oIns
-our 9p snssod01d Np syeNSdI XNk dNDIjeWOY YU dWSI[ULIO] J] dI[AI [T
anbsmd ‘er1091} ] op edourid enbrsAyd nusjuoo o1 J1[qee yemisod o) T

SOITRJUDWIUIO))

(woryesou) — (ah|y|¢t)
(pyld) = (¥)

9L

L0 = ("0]"9)
Juop ® U()
*(0 = ots10D suoAe snou onb orery
-1q1e oxo[dwoo oseyd oun 29AR) Yug A = N 10 YLz = | N| onb ouop jney [

et~

(o-meilgp” [

el -
wieolo) [ opt) = @

‘o1yu00 red ‘suorsnduat sop uoryejuesoIdor uy
“101IO, op dourtojstred) e red so11 Juos (d)¢ 19 (7)¢ anb 9104 WO (g),) sv1de g
()¢ 2one (¢| sop suowsndur sop uoryejudseIdor B oNDIPUI SUOAR SNOU 1()

- z%_@a oo

(8L) (2)p = (d)¢ N ap 07

(wl0) = o) olorap [

suoryisod sop uoryejuesaIdar usg

(@] = (8]9) (%] dp w_/

‘onbuoonb (¢| mod ‘onb ouop jnej 1



distribution serait exactement donnée par |{a,,|¥)|?. Dans ce sens,
la théorie de la mécanique quantique est parfaitement déterministe,
puisque elle définit tous les résultats possibles d’une mesure et en
donne avec précision les différentes probabilités. A titre d’exemple,
considérons l'opérateur de la position z. Nous pouvons définir formel-
lement ses états propres |z), tels que Z|z) = z|z).? 1l sensuit que
la probabilité de mesurer la valeur = de la position du systéme est
donnée par |(z]1)|?>. Mais cette probabilité est donnée, dans le cadre
de la théorie de Schrodinger, par le module au carré |¢)(z)|* de la fonc-
tion d’onde ¢ (x). La formulation générale de la mécanique quantique
permet donc d’identifier la fonction d’onde d'un état [¢)), évaluée a la
position z, comme étant la projection de I’état |¢)) sur I'état propre
|z) de la position :

W(z) = (xl). (50)

4. Il est tres important de remarquer que la nature de cette distribution
de probabilité définie par les |{a,,|1)}|? est fondamentalement différente
de la notion de probabilité en physique statistique classique. En phy-
sique statistique, la notion de probabilité est introduite pour pouvoir
décrire un systéme composé d’un trés grand nombre de particules. Elle
constitue une simplification par rapport a la connaissance exacte des
trajectoire dans ’espace des phases de toutes les particules, qui reste
en principe possible. En mécanique quantique, méme pour une seule
particule, la connaissance précise de toutes les quantités physiques
est impossible, et le concept de probabilité est une caractéristique
intrinseque de la nature. C’est dans cette remarque que nous retrou-
vons la différence profonde entre la physique classique et la physique
quantique.

5. Nous pourrions nous poser la question, si le concept de probabilité est
vraiment nécessaire. Il est évident que le concept de probabilité est in-
dispensable pour expliquer le principe d’incertitude de Heisenberg et,
plus en général, le principe de complémentarité de Bohr. Le concept de
probabilité permet donc au moins d’établir un théorie conséquente, qui
contient les idées de complémentarité et qui permet une interprétation
des expériences de pensée telles que ’expérience de Young.

Une question beaucoup plus profonde est celle concernant les variables

5. Puisque les valeurs possibles de la variable = sont tous les nombres réels, ’ensemble
des états propres de & est non dénombrable, ce qui implique une difficulté mathématique
dans la définition des propriétés d’orthonormalité et de complétude. Le probléme est résolu
a l’aide de la théorie des distributions, notamment avec I'introduction de la distribution §
de Dirac.

54

Représentation des impulsions
L’opérateur quantité de mouvement p forme aussi un ECOC a lui seul.
On peut donc trouver une base d’états propres de p, {|¢,)} telle que

]3|¢p> = p|¢p>

Dans la représentation des positions, pour une fonction d’onde quelconque,
nous avons

po(z) = 7ih§x¢(:1:)
Or, pour |¢,) nous avons
Pp(7) = (Duldp)
et
. 0 s .
pop(z) = fzhagzﬁp(z) (définition de p)
Pop(x) = pop(x) (définition d’état propre)
ce qui implique 5
B 0e) = 16, (x)

La solution de cette équation est

ou nous avons introduit une constante de normalisation N. Calculons la
normalistion

(DpolPp)

1 Ood il’l;!’Om
= — T e A
INI? Joo

) _
_ 776<P1 Po

o0
/ dx ¢, (2)ép, (v)  en représentation des positions
o ¢]

W ) (voir série 2)

Ces états propres sont caractérisés par la relation d’orthogonalité donnée par

la fonction “delta” de Dirac, comme pour les états |¢,).
Vérifions la relation de complétude

/¢MMMFf
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a la regle de commutation
[&,p] = &p — pi = ihl . (60)

Commentaires
1. C’est le postulat qui introduit la constante de Planck A.

2. Ensemble avec le postulat III sur la probabilité, donne lieu au prin-
cipe d’incertitude de Heisenberg et donc au plus général principe de
complémentarité de Bohr, comme nous l’avons vu. C’est ces deux pos-
tulats qui sont a la base de la différence profonde avec la mécanique
classique.

3. On peut voir les postulats I et II comme les fondements de la structure
mathématique de la mécanique quantique. Les postulats I1I et IV, par
contre, donnent a cette structure une interprétation physique.

5.1.5 Postulat V : équation de Schrodinger

L’évolution d’un systéme physique décrit par un état |o(t)), au cours du
temps ¢, est régie par 'équation de Schrodinger dépendante du temps

g lo(0) = H(2.5.le(0), (61)

ou, au sens de I'équation de Schrodinger pour la fonction d’onde ¢(z,t) =
(z]eo(t))
ihg (x,t)=H |z —z'fi2 t)o(z,t) (62)
8t@ ’ - ) axv e, .

Commentaires

1. Cette équation de Schrodinger est du premier ordre dans le temps ¢
mais du deuxieme ordre dans la coordonnée z. Elle n’est donc pas
invariante par transformations de Lorentz. La mécanique quantique
dans sa forme présente, n’est pas donc valable dans la limite relativiste.
Des extensions possibles dans ce sens sont 1’équation de Klein-Gordon
et I’équation de Dirac.

2. L’équation de Schrodinger détermine la fonction d’onde ¢(z,t), et
donc la distribution de probabilité |¢(x,t)[?, de maniére compléte au
cours du temps, une fois donnée une condition initiale. Dans ce sens,
la mécanique quantique est une théorie complétement déterministe.
C’est seulement la nature qui ne permet pas de connaitre le résultat
d’une mesure avec certitude.

Spectre continu

Nous allons maintenant généraliser les idées d’états propres d’une obser-
vable et de représentation spectrale d’une observable, au cas ou le spectre
(Pensemble) des valeurs propres est continu. Nous utiliserons comme exemple
lopérateur de position, mais une généralisation a une observable quelconque
est immédiate.

Cherchons un état propre |¢,,) de &, c’est-a-dire tel que

j‘¢zo> = I0|¢zo>

Nous savons comment & agit sur les fonctions d’onde, c’est-a-dire dans la
représentation de la position. Pour une fonction d’onde quelconque ¢(z) nous
avons

ip(x) = xo(x)
Considérons maintenant I'état |¢y,). Sa fonction d’onde est donnée par ¢, ().
Par la définition d’état propre nous avons

f(/)fo(q) = x0¢$o (I)
et par la définition d’opérateur de position

i¢rn (I) = Ty, (x)

doi
(& — 20)Puo(x) =0
Donc
() = {0 @ @ (77)
0o T =

La valeur infinie est nécessaire puisque toute valeur finie donnerait lieu a une
norme nulle pour le vecteur |¢,,).

La fonction (77) n'est pas une fonction L (R). Il faut donc introduire
une extension de L®(R) pour inclure ces nouvelles fonctions d’onde. L’or-
thogonalité entre |¢,,) et |¢,) (o # x1) est déja assurée : il suffit d’écrire le
produit scalaire dans la représentation des positions :

(Onlon) = [ o6, (210 (a) =0 dapids (77)

eS)

Pourtant, (¢, |¢z,) n'est pas défini. Pour comprendre la nature des |¢,,),
considérons un état |¢) quelconque. Sa fonction d’onde est donnée par

¢(x) = (Px|0)
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et juste aprés la mesure, le systéme est dans I'état =) (as)w)\ag) ) avec

: i=1
N = (22:1

sure de A sur le nouvel état du méme systéme nous donnera donc de nouveau
la méme valeur a,,.

11 faut donc accepter le fait qu'un processus de mesure en mécanique quan-
tique modifie I'état du systeme sur lequel la mesure est effectuée. Cela est une
conséquence naturelle du fait que 'outil de mesure (par exemple les photons
utilisés pour détecter le passage des électrons dans ’expérience de pensée de
Young) est aussi un systéme régi par le lois de la mécanique quantique, qui
interagit avec le systeme qui est mesuré. Ce fait n’est pas en contradiction
avec la version généralisée du principe de complémentarité quantique que
nous avons discuté dans le premier chapitre. Dans le cas de 'expérience de
Young avec des dédoubleur, par exemple, nous avons vu que le principe est
vérifié indépendamment du fait d’effectuer la mesure. La complémentarité
quantique ne doit donc pas étre attribuée a 'action de la mesure sur le
syseme. Toutefois, il faut accepter que, si une mesure est effectuée, alors
I’état du systeme sera modifié par conséquent.

Il est intéressant d’élargir cette discussion au cas ou on mesure deux
quantités observables distinctes, représentées par les opérateurs A et B. Deux
cas sont possibles.

Premi¢rement, le cas ot les deux observables commutent : [A, B] = 0.
Dans ce cas, d’apres l'algebre linéaire il est possible de trouver une base
orthonormée {|a,, b,,)} de espace de Hilbert, qui soit simultanément base de
vecteurs propres de Aetde B , avec valeurs propres a,, et b, respectivement.
Imaginons d’effectuer une mesure de A sur un état [1)), et d’obtenir la valeur
a,. Maintenant le nouvel état du systeme est I’état propre de A donné par®

. 2\ 2
(aﬁf”@[})‘ ) pour que I'état soit normalisé. Une deuxieme me-

00

[0) = (an, b |¥)) |, brn) - (68)

m=1

Effectuons maintenant une mesure de B et supposons d’obtenir la valeur b,,.
Maintenant le nouvel état du systeme est aussi un état propre de B.Si by, est
aussi non dégénérée, le nouvel état sera |a,, by,). Il est clair que maintenant
une nouvelle mesure de A sur le méme systeme dans son nouvel état, nous
donnera toujours la valeur a,. De méme, des nouvelles mesures de B nous
donnerons toujours la valeur b,,.

Le deuxiéme cas est représenté par deux observables A et B dont le
commutateur n’est pas zéro, comme par exemple la coordonné spatiale Z et la

6. Pour simplifier, nous allons supposer que la valeur propre a,, est non dégénérée. La
généralisation au cas dégénéré est immédiate.
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naux : (@,|d,)) dégénérés pour les deux opérateurs, c’est-a-dire :

Awn) an|¢n>
Alpm) = amlém)
B|¢n> = bn‘¢n>
B ‘ ¢m> = by ‘ ¢m>

et a, = ay, by, = by,. . .
Dans la base des états propres |¢;) de A et B :

A= ailé) il
B= ij|(/>j>(¢j|

Restreint au sous-espace de dimension 2 généré par |¢m) et |¢n), A et B
sont des opérateurs constants :

A = a,l (dans le sous-espace {|¢m), |én)})

B = b,

Dans ce sous-espace nous pouvons construire 'opérateur
% 01

Cet opérateur est hermitique, et commute avec Aet B puisque A et B sont
constants.
Mais W ne peut pas s’exprimer comme fonction de A et B puisque dans
ce sous-espace o o
j(Au B) = f(anbn)] 7é w
Nous avons atteint une contradiction, puisque par hypothése A et B forment
un ECOC.

5.5 Représentations des états

Le concept de ECOC est tres important en mécanique quantique. L uni-
cité de la base {|¢,)} nous permet de représenter un élément de la base par
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On définit les opérateurs hermitiques

A= A— (@lA)T 72)
By = B — (| Blg) T
qui satisfont
(B A3[0) = (W A%) — 20| Alw) (] Al) + (] AJ)? = AAY,
] = [4.5) )

Al = A
et on considere
~ ~ 2
F0 = (Ao = ixgo) )] =0 (v
Mais  f(\) = (] (Ao+i>\f>’0) (Aofi)\éo) 1)
FO) = WIA ) + X (| BF ) — id(w| Ao Bolw) + iA(1h| BoAo|th)
(W1AZ[0) + 22 (@I B310) + A (=iwl [do, Bo] 1))

€R

soit

(74)
Pour que ce polynome du second degré soit positif VA, il faut qu’il n’ait pas

de racine réelle (parabole au-dessus de 'axe \), donc que son discriminant
soit négatif :

& = (=itol [Ao, Bo] 19)) "~ 401881001 BElw) <0
= (wlA%0) — lAY?) (18%0) — @1BI)?) > 1 [wl [4, B] 3]

) . 1 .
= AAyABy > 3| [4.B] )]
(75)
Il est donc impossible de mesurer simultanément est avec une précision ar-
bitrfiire deux observables qui ne commutent pas. En particulier, pour A = &

et B = p,, ce résultat coincide avec le principe d’incertitude de Heisenberg
pour la position et la quantité de mouvement (20).
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De méme, un opérateur A peut s’écrire comme

A = Z Amn|¢m> <¢n|

m,n

ot A, = <¢m|A¢>n> sont les éléments de matrice que nous avons introduit
avant. En effet

<©L‘ (Z Amnl@m> <¢n> |¢J>

Z Amn<¢z|¢m><¢n|¢1>

m,n

m,n

Cette éeriture s’appelle “représentation” de A sur une base {én}-

Supposons maintenant A hermitique. Nous sommes dans un espace H
de dimension infinie. Il n’est donc plus certain que A soit diagonalisable.
Supposons qu'il le soit, donc qu’il existe une base {|¢,)} orthonormée de
vecteurs propres de A X

Algn) = an|én)

Les valeurs propres peuvent aussi étre dégénérées. Par exemple a, =
ay41. 11 suffit de choisir la base de maniere & ce que (¢;|¢;) = d;;. Dans le
sous-espace {|¢n), |¢n+1)}, nous pouvons introduire une rotation arbitraire
(transformation unitaire), tout en laissant la base orthonormée.

Dans cette base, la représentation devient

A= Z(ln‘¢n><(/)n|
n=1

puisque Amn = <¢m|A|¢n> = anlsnm .

Cette expression s’appelle “représentation spectrale” de A, puisqu’elle
est définie sur la base des vecteurs propres de A auxquels correspondent les
valeurs propres, c’est-a-dire le spectre des quantités mesurables

5.4 Ensembles complets d’observables qui commutent

Nous avons vu que, pour deux observables Aet B qui commutent, c¢’est-a-
dire [A, B] = AB — BA =0, il est possible de trouver une base orthonormée
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Sur une base {¢,}, sin =", a,¢n, alors

N
§=An=> " a,A¢,
n=1

Pour exprimer ¢ dans la base {¢,} :

N
= bt
n=1
les b, s’obtiennent a I’aide d’une projection sur les vecteurs de base :

bm = (Qbrm f)
N ~
= Z (@rna aTLA(b")

n=1
N

N
= Z((/)mv A(/)n)an = ZAmna’n
n=1

n=1
L’action de l'opérateur A coincide donc avec l'application de la matrice

Ay = (O, A@n) au vecteur colonne

ay

an

Pour chaque opérateur A, nous pouvons définir un opérateur conjugué

hermitique (adjoint) AT, de la maniére suivante :
V0, (x, AT¢) = (Ax, )
Par la propriété du produit scalaire, (AX7 3) = (¢, Ax)*. En particulier,
(qﬁmlATqﬁn) = (¢n, Ady)*. Donc la matrice de At est donnée par la matrice
de A transposée et conjuguée :
(AT)mn = (A):nn
Un opérateur “hermitique” ou “auto-adjoint” est un opérateur pour lequel
At = A, Cela implique
(A)mn =

( A)irm et en particulier
(A)pn € R
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Le “bra” correspondant & |£) est
(Zn Aina:u L Zn A;"a;, . ) = <§|
(S, at (AN, . an (A, )

(AN (AN
(Ah)y

Cet objet peut étre indiqué par
(n|Af
ot il est entendu que A “agit a gauche”.
Exemple : Etats cohérents |z)
Si a|z) = 2|2) alors le “vecteur ligne” (ou “bra”) correspondant est {z|af

mais, par Uantilinéarité de I'espace dual des “bra”, il faut que le “bra” cor-
respondant & z|z) soit z*(z|. Il s’ensuit que

(zla’ = 2*(2|

La notation des “bra” et “ket” nous permet de définir un nouvel objet,
étant donnés deux vecteurs |@) et |£) de H :

) (€]

Cet objet est un opérateur. Pour mieux comprendre, nous pouvons utiliser
de nouveau la notion de vecteur ligne et colonne. Si

o) =1~ e 1=,
alors
oyl =1 @ . .o

Ay,
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I'ensemble des fonctions {Fe,& € H} forme un espace vectoriel qui a exac-
tement les mémes propriétés que H’, espace des vecteurs ligne. En d’autres

termes, si &, ¢ € H et
€= budn  ¢= andn

alors
Pe«— (b7 ..., by)

puisque

Pe(¢) = bhan = (b . bi)

an

L’espace H' s’appelle “espace dual”. Sa définition en termes de “fonc-
tions” P est utile a la généralisation en dimenstion infinie. Toutefois, pour
bien comprendre sa signification, il ne faut pas oublier sa correspondance
avec la notion de vecteur ligne.

Pour finir, remarquons que si ¢ = a4+ fn € H alors Py = a* P+ 3*P, €
H', c’est-a-dire que l'espace dual H' est antilinéaire. Cette propriété découle
immédiatement des propriétés du produit scalaire.

Nous avons vu qu’en mécanique quantique il est nécessaire d’introduire
un espace vectoriel des états de dimension infinie.

Pour s’en rendre compte, nous pouvons par exemple écrire, a titre d’exer-
cice, les matrices correspondant aux opérateurs de création a' et de destruc-
tion a de loscillateur harmonique, limitées au sous-espace généré par la base
d’états propres de 'Hamiltonien {|¢;), j = 1,2,..., N}. Nous voyons facile-
ment que, restreintes & cette base, les matrices N x N de @ et a sont telles
que

[a,af] =0
Mais une conséquence directe du principe d’incertitude de Heisenberg est que
[a,a7] =1

ce qui est possible seulement en dimension infinie.
Un espace de Hilbert de dimension infinie est dit “séparable” s’il possede
une base dénombrable

6 €EH 6 = Z an¢n ¢n €EH (¢m ¢m) = 5n,m
n=1
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Un théoreme important nous dit que tous les espaces séparables sont iso-
morphes. On peut donc se restreindre a la dimension des propriétés d’un seul
espace H.

Considérons I’espace dit £®). C'est la généralisation naturlle de I’espace
de dimension finie que nous avons vu. En particulier, les vecteurs sont définis
par des suites

(b: ’ aJ'E(C

qui correspondent a I'idée de vecteur colonne. La normalisation demande que

11> = (6,0) = Y lan]* < +o0

n=1

L’espace H = (® est donc formée par toutes les suites a; a carré som-
mable. On peut vérifier que cette définition correspond a un espace vectoriel
(en particulier, I'inégalité de Schwarz garantit que |(¢,€)]* < ||8]% - |€]1* <
00).

Dans le cadre de cette extension a dimension infinie, il est possible de
définir de la méme maniere I'espace dual H’', également de dimension infinie
et avec les mémes propriétés qu’en dimension finie.

D’autres exemples d’espace de Hilbert séparables utilisés souvent en mécanique
quantique sont L[a,b] et L*(R). L*[a,b] est espace des fonctions f(z) :
[a,b] — C telles que (f,g) = \fab dzf*(z)g(x)] < 4oo (Par linégalité de
Schwarz, cela équivaut a (f, f) = || f]|* < +o0).

Nous savons par I'analyse de Fourier qu'il est possible d’introduire la base
orthonormée

{¢7L(I) =

1 inna
62”*“ n=-00,..,—1,01,..,+o0}
b—a

C’est la série de Fourier pour les fonctions ¢(z) & carré sommable

+o00
Cp 2innz
o(e)= D —==e

n=-—00

avec

1 b  imnz
= / dz g(x)e 5 = (6. 0)
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