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Exercice 1 : Puits de potentiel asymétrique

1. Le hamiltonien du systéme est donnée par

H= % +V(z) (1)

La projection sur la base |z) de ’équation de Schrédinger est donc donnée par :
g5 V@) 90 = B0 B

2. Dans la région I, V() = 0 et dans la région II, V(x) = Vj. Dans la région I, on trouve donc :

= ' i 2mE
wr(z) = Aret*® 4 Bre~ike ol k= s (3)
Dans la région II, on trouve
Sy — —ik'z X 2m(E — W
err(z) 17¢’*® 4+ Brre™%* oll kK = (TO) (4)

Notez que si 'on est dans le cas E < Vj, cette formule reste correcte et k' devient imaginaire pur!
3. Afin que ’état soit lié, il faut que la fonction d’onde soit de carré sommable. Si k' est réel, 'intégrale
de |¢(z)|? entre L et +oo diverge. On doit donc exiger que E < Vj.
4. Dans le cas d’un état lié,
(a) Les conditions aux bords sont données par ¢(0) = 0 et ¢(+00) = 0. Ces deux conditions
imposent Ay + By = 0 et By = 0 (dans la région 2, on choisit la racine &’ telle que Im(k’) > 0).
On a donc
or(z) = 2iAr sin(kz) et orr(x) = Arre™ (5)
ou k = —ik’.
(b) Les conditions de raccordement en L sont données par la continuité de la fonction d’onde et
de sa dérivée : pr(L) = ¢r1(L) et @7 (L) = ¢;(L). Ces conditions peuvent s’écrire sous forme

matricielle comme :
2isin(kL) —e "L\ (A [0 (6)
2ikcos(kL) we "L )\ A )~ \0

Ce n’est qu'une écriture commode d’un systéme homogéne de deux équations.

(c) Tl faut que le déterminant de la matrice précédente soit nul. Si tel n’était pas le cas, le systéme
serait inversible et la solution serait donnée par Ay = A;; = 0 (solution triviale). On trouve
donc

tan(kL) = —% (7)

ou x dépend de k! En effet, on a :




(d) Voici un exemple de résolution graphique avec L =1 et 272—2‘/‘) =1 (jaune) et 5 (violet) :

Pour qu’il n’existe pas d’état lié, il faut que ’équation

ak R [ h2
tan(kL) = _ﬁ ou o= 2m‘/0 (9)

n’admette pas de solution pour k. Le coté droit de I’équation est négatif et admet une asymptote
verticale en k = kpax avec kmax = 1/a (pour rappel ka < 1 puisque E = h%k?/(2m) < Vo). Si
cette asymptote intervient avant que l'argument kL de la tangente soit 7/2 alors il n’existe pas
de solution liée (condition nécessaire et suffisante). La condition nécessaire et suffisante pour qu'il
n’existe pas d’état lié s’écrit donc

1 T

= kmax a7 1
< 5T (10)
ou encore 22
71'
— > 1. 11
SmL2Vy (11)

Autrement dit, le potentiel n’a pas d’état lié lorsque le puits de la région I est trop peu profond (Vj
petit), ou trop étroit (L petit) ; qualitativement, c¢’est un résultat attendu puisque le confinement,
dans un puits quantique de largeur L, reléve d’autant plus les niveaux d’énergie par rapport au
fond du puits (ici E = 0) que le puits est étroit, et les états ne demeurent liés dans le présent
potentiel que tant que leur énergie est inférieure a ;) ; on notera néanmoins que ce raisonnement
n’est que qualitatif puisque les conditions aux bords dans la région I sont modifiées par rapport a
celles qui s’imposeraient dans le cas d’un puits de potentiel de profondeur finie (ouvert des deux
cOtés) ou infinie.
. Considérons maintenant un état non-lié.

(a) Nous avons a nouveau ¢(0) = 0, mais plus de condition en +o00. On trouve donc :
pr(x) = 2iA; sin(kx) et orr(z) = A e 4 Bye= e (12)
(b) Les conditions de raccordement en L sont cette fois données par :

QiAI Sil’l(k’L) = A[]@ik/L + B[](i_ik,L et 2A[k COS(kJL) = k‘/ (A[[Cikl[l — Bjje_ik/L) (13)

(¢) On a deux équations pour trois inconnues, le systéme est sous-déterminé et donc I’énergie n’est
pas quantifiée. Pour ceux qui veulent s’en convaincre on peut comme auparavant écrire ce
systéme sous forme matricielle et obtenir :

2isin(kL) —eif'L  _emK'L A 0
okcos(kL) —ke* L fle L) [ A =10 (14)
0 0 0 Bir 0

Comme le déterminant de la matrice est automatiquement nul, il n’y a pas de contrainte sur &
et donc pas de quantification de I’énergie.



Exercice 2 : Puits de potentiel o

1. L’équation de Schrodinger indépendante du temps projetée sur la base |z) est donnée par :

“om gz~ (@) ela) = Bp(x) (15)

[ h? 92

Comme la distribution 6(z) ne contribue qu’en x = 0, le probléme se résume & une particule libre
si I'on ne considére que les régions x > 0 et = < 0. Dans ce cas on obtient :

s (x) = Ase*® B etk et oo (x) = Ace*® 4 B_e ke (16)

avec k = QQZE . Si E < 0, cette solution reste valable avec k imaginaire pur.

2. Les conditions de raccordement en x = 0 sont les suivantes : la continuité de la fonction d’onde est
exigée : ¢~ (0) = ¢ (0). Si 'on intégre ’équation de Schrodinger entre —e et +€ et que ’on prend
la limite € — 0, on trouve :

+e

h? 2ma
5P @)| —ap0=0 = L)~ ¢L0) =~ (1)
3. Si E<0,o0na
os(x) = Ase™ + Bse™ ™ et p<(x)=Ace™ + Boe™™ (18)
avec K = _%TE. Afin que 'état soit de carré sommable, il faut imposer A = B. = 0. On a
alors :
p>(z) =Bse™™ et po(z) =A™ (19)
4. Afin de trouver les niveaux d’énergie, il nous faut encore expliciter les conditions de raccordement
enx=0:
>(0)=¢<(0) — Ac=B.=4
2mao mao (20)
P 0) oL (0) = —ThT0(0) = h=

En utilisant la définition de x, on trouve que ’énergie est donnée par

—2mE  ma ma?
e A TS 1)

On constate donc qu'un puits ¢ ne contient qu'un seul état lié! Les énergies F > 0 ne sont quant
a elles pas quantifiées.



